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Uber verallgemeinerte endliche Abelsche Gruppen.
Von
W. Krull in Freiburg i. Br.

In der vorliegenden Arbeit soll eine fiir die formale Theorie der
Differentialausdriicke, sowie fiir die Theorie der Matrizengruppen wichtige
Verallgemeinerung des Begriffs der Abelschen Gruppe behandelt werden,
zu der wir auf naturgemife Weise folgendermafen gelangen:

Es sei G eine Abelsche Gruppe, dann ist die zwischen ihren Ele-
menten bestehende Verkmiipfungsart nicht nur assoziativ, sondern auch
kommutativ, und kann daher entgegen dem iiblichen Gebrauch als , Ad-
dition* anstatt als ,,Multiplikation bezeichnet werden. Ist nun « ein
beliebiges Element aus G, so enthélt @ infolge der Gruppeneigenschaft neben
« seine ,,natiirlichen Vielfachen* 2.¢ =« ¢, 8-¢ =« -+« - «, usw. Die
ganzen Zahlen spielen also bei den Abelschen Gruppen die Rolle von
Operatoren, mit deren Hilfe wir aus einem beliebigen gegebenen Element
neue Gruppenelemente herleiten konnen, und zwar sind diese Operatoren
distributiv, d. h. esist fiir jede natiirliche Zahl » stets n-(¢+ ) =n-a+n- 8.

Die verallgemeinerten A belschen Gruppen (in Zukunft kurz v. A. G.),
mit denen wir uns vm folgenden beschéiftigen wollen, enistehen nun aus
den gewohnlichen einfach dadurch, daf wir neben den infolge der Gruppen-
esgenschaft auftretenden ganzen Zahlen noch weitere distributive Opera-
toren © aus einem im ibrigen wollig willkiirlichen Operatorenbereich O
zulassen, und ein Elementesystem nur dann als Gruppe bezeichnen, wenn
es micht nur hinsichtlich der Addition Gruppeneigenschaft besitzt, sondern
auch gleichzeitig mit einem Element « stets jedes Element ©-o fiir be-
liebiges © aus O enthdli. — Bei dieser nenen Gruppendefinition kann man
die Begriffe der Untergruppe, Vereinigungsgruppe, des Durchsehnitts zweier
Gruppen usw., genau so einfithren wie bei den gewdhnlichen Abelschen
Gruppen, Es handelt sich nun vor allem um die Veraiigemeiﬁemng des
Begrifis der endlichen Abelschen Gruppan die wir so gewinnen: Man
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162 W. Krull.

kann eine endliche Abelsche Gruppe nicht nur als Abelsche Gruppe mit
endlich viel Elementen, sondern auch folgendermaflen charakterisieren:
Eine Abelsche Gruppe heifit endlich, wenn man aws ikr keine ins Un-
endliche laufende Gruppenkette G,, G,, ... entnehmen kann, be: der all-
gemein G, eine echte Unier- bzw. Obergruppe von @;_, ist (d. h. aus G;_,
durch Weglassen bzw. Zaftigen mindestens eines Elementes entsteht).
genawu der gleichew Weise definieren wir jetzt die verallgemeinerten end-
lichen Abelschen Gruppen (in Zukunft v.e.A.Q.), nur daf an Stelle
des Wortes ,,Abelsche Gruppe“ ,v.A.G.< zu setzen ist.

Wir gelangen so zu einer Klasse von Bereichen, der neben den ge-
wohnlichen endlichen Abelschen Gruppen vor allem die ,,vollstindig redu-
ziblen v. A. G.¢ und die ,,v. A. G. von endlichem Rang® angeh6ren. Die
vollstandig reduzibeln v. A. G. sind von der Theorie der Differential-
ausdriicke und der Matrizenkomplexe her (unter anderm Namen) in der
Literatur wohl bekannt'), auch sind die grundlegenden Sitze iiber ihren
Aufbau bewiesen. Wir gehen daher in der vorliegenden Arbeit nur kurz
auf sie ein, einerseits um die bisher bekannten Resultate noch etwas zu
verallgemeinern, andererseits um zu zeigen, daf sie sich wirklich der von
uns gegebenen Definition der v. e. A. G. unterordnen.

Die v. A. G. von endlichem Rang, die die allgemeinsten in der Theorie
der gewshnlichen Differentialausdriicke vorkommenden v. A. G. sind, sind
dadurch ausgezeichnet, daB ihre Elemente sich als Linearformen in end-
lich viel Elementen «,, «,, ..., &, mit Koeffizienten aus einem gegebenen
Korper & darstellen lassen. In formaler Hinsicht weisen die v. A. G. von
endlichem Rang vielfach besonders weitgehende Ahnlichkeiten mit den
gewGhnlichen endlichen Abelschen Gruppen auf, doch ergeben sich beim
tieferen Eindringen in ihren Aufbau im wesentlichen dieselben Schwierig-
keiten wie bei den allgemeinsten v. e. A. G.

Bei einer niheren Untersuchung der v.e. A. G. lassen wir uns von
der Analogie mit den gewdhnlichen endlichen Abelschen Gruppen leiten.
Die grundlegenden S&tze lauten dort in der gewdGhnlichen Terminologie:
»Die Gruppen von Primzahlpotenzordnung sind die einzigen unzerlegbaren,
d. h. nicht als direktes Produkt echter Untergruppen darsiellbaren Gruppen,*
und: ,Jede endliche Abelsche Gruppe lipt sich bis auf Isomorphie ein-
deutig als direktes Produkt unzerlegbarer Gruppen darstellen.“ Das erste
dieser beiden Theoreme 138t sich auf die v. e. A. G, nicht iibertragen, wir
kommen im allgemeinen Fall zu keiner einfachen Charakterisierung der
unzerlegbaren v.e. A. G. Hingegen ist es moglich, das zweite Theorem

Y Vgl. z. B. A. Loewy, Uber vollstindig reduzible Differentialgleichungen. Math.
-Ann. 62 (1906), S. 89117, sowie die in Anmerkung 3) bei § 7 angefiihrte Literatur.
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auf die v.e. A. G. auszudehnen, wir konnen also, wenn wir unserer Be-
zeichnungsweise gemif von ,.direkter Summe* statt von ,,direktem Pro-
dukt« reden, den Satz beweisen: Jede v.e 4. Q. lift sich bis auf Iso-
morphie eindeutiq als direkte Summe unzerlegbarer Gruppen darstellen.

Auch ist es moglich, fiir die absolute Eindeutigkeit dieser Darstellung
notwendige und hinreichende Kennzeichen zu gewinnen. Die Beweise sind
wesentlich umstindlicher als bei den gewdhnlichen Abelschen Gruppen,
was einfach aus der oben hervorgehobenen Tatsache folgt, daB wir bei den
v. e. A. G. infolge der Willkiirlichkeit des Operatorenbereichs iiber die be-
sondere Natur der unzerlegbaren Gruppen sehr wenig Bescheid wissen.

Zum Ausgleich dieses MiBstandes miissen die SchluBweisen, die man
beim Beweis der Remakschen Sitze?) iiber die direkte Produktzerlegung
nichtkommutativer Gruppen anwendet, in weitgehendem MafBe herangezogen
werden, doch gelingt auch damit allein der Beweis nicht, weil wir den
bei den nichtkommutativen Gruppen wesentlichen Begriff des Zentrums
nicht auf unsern Fall iibertragen kénnen. Wir miissen zum Ersatz dafiir
als neues Hilfsmittel den neuen Begriff der Zuriickleitungsgruppe einfiihren,
durch dessen Vermittlung wir dann endlich den gewiinschten Einblick in
den Aufbau einer beliebigen v.e. A. G. aus ihren unzerlegbaren Kompo-
nenten gewinnen.

Die bisher geschilderten Entwicklungen bilden den Inhalt der ersten
sechs Paragraphen der vorliegenden Arbeit: In §1 werden die v. A. G,,
in §2 die v. e A. G. eingefithrt, wihrend § 8 den vollstindig reduziblen
v.A. G., § 4 den v. A. G. von endlichem Rang gewidmet ist. In §5 wird
die Theorie der Zuriickleitungsgruppen entwickelt, und in § 6 wird schlie3-
lich der Fundamentalsatz samt seinen Folgerungen bewiesen.

Die beiden letzten Paragraphen bringen Anwendungen der gewonnenen
Ergebnisse auf die Theorie der Differentialausdriicke, sowie der Matrizen-
komplexe. .

Mit jedem linearen Differentialgleichungssystem #-ter Ordnung mit
einer unabhiingigen Verinderlichen und mit Koeffizienten aus eiem ge-
gebenen Funktionenkorper ist eine v. A. G. vom endlichen Range n ver-
kniipft, und es gelten die Sitze: Zwei Differentialgleichungssysteme sind
dann und nur dann von derselben Art, wenn jhre zugeordneten Gruppen
isomorph sind. Ein Differentialgleichungssystem ist dann und nur dann
zerlegbar, d. h. als kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches total teilerfremder
Differentialgleichungssysteme darstellbar, wenn die zugeordnete Gruppe
zerlegbar ist. Auf Grund dieser beiden Sitze gelangen wir durch An-
wendung des Fundamentalsatzes der v.e. A. G. zu dem Theorem: -

?) Vgl. z. B.: R. Remak, Uber die Zerlegung endlicher Gruppen in direkte

unzerlegbare Faktoren, Journ. fiir Math. 137 (1911), 8. 293808,
’ 11*
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Steht man Differentialgleschungssysieme der gleichen Art als michi
verschieden an, so ist die Darstellung eines Differentialgleichungssystems
als kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachens total teilerfremder wunzerleg-
barer Systeme eindeuitq bestimmi.

Hiermit ist fiir Differentialgleichungssysteme ein neuer Zerlegungssatz
bewiesen, der neben die Loewyschen Sitze®) fiber den Aufbau eines
Differentialgleichungssystems aus seinen irreduziblen bzw. vorderen oder
hinteren groften vollstindig reduziblen Bestandteilen zu stellen ist. Dabei
kann das Verhdltnis des hier neu gewonnenen Ergebnisses zu den Loewy-
schen Resultaten am besten durch folgende Analogie klargemacht werden:

Der wm Texte bewiesene PFundamenialsatz entspricht dem Remalk-
schen Satz diiber die direkte Produkitzerlegung gewohnlicher endlicher Gruppen,
wahrend die Loewyschen Sdtze in der Theorie der gewohnlichen endlichen
Gruppen den Jordan-Hélderschen Satz, sowie weitere Ergebnisse tiber
den Aufbau einer Gruppe mit Hilfe gewisser ausgezeichneter Kompo-
sitionsreihen liefern wiirden. — DaB ibrigens auch die Loewyschen Satze
mit Hilfe der Theorie der v. A. G. in zum Teil recht einfacher Weise be-
wiesen werden kdnnen, gedenkt der Verfasser gelegentlich an anderer Stelle
darzulegen.

Statt auf ein System mit x abhingigen Verdnderlichen kann man die
Theorie der v. A. G. in ganz entsprechender Weise auf eine einzige Diffe-
rentialgleichung n-ter Ordnung anwenden, man kann auch Systeme linearer
partieller Differentialgleichungen®) in Betracht ziehen, nur muf man sich
dann ausdriicklich auf solche Systeme beschrinken, denen sich v.e. A. G.
zuordnen lassen, da bei partiellen Differentialgleichungen eine solche Zu-
ordnung im allgemeinen nicht immer méglich sein wird.

Die Anwendung unserer Ergebnisse auf die Theorie der Matrizen-
komplexe ergibt sich folgendermaBen: Jeder Matrix 148% sich eine v.e. A. G,
von endlichem Rang zuordnen, und einem Matrizenkomplex entspricht auf
diese Weise ein Gruppenkomplex. Es zeigt sich nun, daf auf Gruppen-
komplexe die Begriffsbildungen wund folglich auch die Ergebnisse der ersten
sechs Paragraphen unmittelbar ibertragen werden kénnen. Man kann
daher in Anbetracht des Zusammenhangs zwischen Matrizenkomplexen
und Gruppenkomplexen sofort den folgenden Satz aussprechen:

Sieht man ineinander transformierbare Matrizenkomplexe als nicht
verschieden an, so kann man jeden Matrizenkomplex (insbesondere jede

%) Vgl. A. Loewy, Uber Matrizen- und Differentialkomplexe I, II, III. Math.
Ann. 78 (1917), S. 1-54 bzw. 343—368.

4) Uber die Méglichkeit dieser Ausdehnung vgl. insbesondere die in Anmerkung )
bei § 6 nochmals ausfithrlich besprochene Noether-Schmeidlersche Arbeit: ,Mo-
duln in mchtkommuﬁatzven Bereichen.“
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(gewohnliche) Gruppe von Mairizen) in eine eindeutiy bestimmie Kette
unzerlegbarer Komplexe transformieren.

Uber die Einordnung dieses Ergebnisses unter die bisher bekannten
Sétze ist im wesentlichen dasselbe zu sagen, was oben bei den Differential-
gleichungssystemen bemerkt wurde.

§ 1.

Definition der verallgemeinerten Abelschen Gruppen.

In diesem Paragraphen soll genau auseinandergesetzt werden, was wir
im folgenden unter ,verallgemeinerten Abelschen Gruppen® (v. A.G.)
verstehen, und es sollen einige in der gewéhnlichen Gruppentheorie iib-
liche Definitionen und Sitze auf diese Bereiche iibertragen werden.

Es sel @, ¢,, ... ein System von Elementen, die durch eine gewisse
assoziative und kommutative Operation (in Zukunft ,,Addition” genannt
und entsprechend bezeichnet)?) miteinander verkniipft werden konnen.
AuBlerdem moge ein gewisser Operatorenbereich O mit den Elementen
6,, 0,, ... vorgelegt sein, derart, daB durch Anwendung jedes Operator-
elementes © aus einem beliebigen Element « ein eindeutig bestimmtes
Element ©.¢=«’ abgeleitet werden kann®). Die einzige wesentliche
Voraussetzung, die wir iber die Natur von O machen, ist die, daf die
Operatoren © similich distributiv sind, dafl also fiir beliebiges © und fiir be-
liebige Elemente ¢, und «, stets die Gleichung O-(a;+a)=0-¢,+ 6,
gili.

Wir nennen jetzt das System @ eine v. A. G., wenn es folgenden beiden
Bedingungen geniigt:

L @ besitzst hinsichilich der Addition die Gruppeneigenschaft, d. h.
es ist gleichzeitig mit «, und o, stets auch «, + e, in G enthalten; es
existiert das Einheitselement 0, das fir beliebiges « der Qleichung ¢+ 0=q

%) Gewdhnlich ist in der Gruppentheorie die Multiplikation als Verkniipfungs-
regel iiblich, obwohl bei den kommutativen Gruppen gegen Verwendung der Bezeich-
nung ,Addition® nichts einzuwenden sein diirfte. Hier muBte mit Riicksicht auf
das Folgende unbedingt von ,Addition“ gesprochen werden. Der Verfasser dachte
auch daran, statt von einer ,Gruppe“ von einem ,Modul“ zu reden, was vor allem
mit Riicksicht auf die Anwendungen von § 7 nahelag. Doch hitte eine derartige
Bezeichnungsweise an verschiedenen Stellen mit der sonst in der Literatur iiblichen
Terminologie zu Unstimmigkeiten gefiibrt. Es diirfte daher die oben gewihlte Aus-
drucksweise vor allem angesichts des spiter Gfter zu betonenden, sehr engen Zu-
sammenhangs mit der gewdhnlichen Gruppentheorie wohl am vorteithaftesten sein.

) Auch in der Theorie der gewShnlichen Abelschen Gruppen (g. A. G.) kommen
distributive Operatoren vor, namlich die bereits in der Einleitung erwihnten ganzen
natiirlichen Zahlen.
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gentigt, und es gibt zu jedem Element « das durch die Gleichung
-+ (— ) =0 gekennzerchnete ,inverse“ Element — e.

II. G ist hinsichilich O abgeschlossen, d. h. es gehort fiir beliebiges
'@ aus O und beliebiges « aus G stets das Element O-o dem System G an.

Ein Teilbereich G, von G, der ebenfalls den Axiomen I und II ge-
niigt, heiBt Untergruppe von G, und zwar echte Untergruppe, wenn er
von @G verschieden ist. In jeder Untergruppe von G ist die aus dem ein-
zigen Element O bestehende Untergruppe enthalten.

Sind endlich viele Gruppen™) @, GQ,, ..., G, vorgelegt, so versichen
wir unter z'hrer Summe (G, G,, ..., GQ,) die Gesamtheit aller Elemente

von der Form 20&,, wobesr «; ein beliebiges Element aus G; bedeutet, unter

threm’ Durchsckmtt [Gy, Gy, ..., G,] die Gesamiheit aller sowohl in G,
als in G,, ..., als in G, enthaltenen Elemente. Summe und Durchschnitt
sind selbst Gruppen, sie geniigen also insbesondere, wie aus der Distri-
‘butivitit der Operatoren folgt, dem Axiom II.

Zwei Gruppen, deren Durchschniit aus dem einzigen Elemente O be-
steht, heiflen elementefremd. In diesem Falle bezeichnen wir die Summe
von @, und G, als ,direkte Summe* und schreiben G = (G, G,)). — In
entsprechender Weise reden wir von der direkten Summe (G4, G, ..., G,))
der n Gruppen, G, G,, ..., Q,, wenn jede der Gruppen G; zur Summe
der n — 1 dibrigen elementefremd ist. Eine Gruppe heifit zerlegbar, wenn
ste sich als direkte Summe von echten Unitergruppen darstellen lafSt, im
andern Falle nennen wir sie unzerlegbar®).

Ist @=(G,,...,G,) und bedeutet G eine beliebige Untergruppe

von @, so gilt fiir Jedes Element « aus @ eine Darstellung o= Z“,»

wobei «; ein, wie aus der Definition der Elementefremdheit unmlttelbar
folgt, emdeutlg bestimmtes Element aus G, darstellt. e, soll als die G;-
Komponente von e (hinsichtlich der Darstelling G = ((G,, ..., G,))) be-

n n
. ol o .
zeichnet werden. Ist ¢ = Ya®, «® = 3¢®, so haben wir

g=1 i=1
. (1)+“(9) %0&(1)—{—2 (9) 2<‘¥ 1}__;__‘z 2’)) @ « __@ 21“(1) 2 @ ‘x(l)
= i=1 =

Aus diesen beiden Formeln folgt unmittelbar:
Die Gesamihest derjenigen Elemente aus G, die die G;-Komponente
eines Elementes aus G darstellen, bilden eine Untergruppe G© wvon G,.

%} Unter ,Gruppe“ verstehen wir im folgenden immer eine v. A. G. Eine Gruppe
im iiblichen Sinn bezeichnen wir zur Unterscheidung stets als ,gewéhnliche Gruppe®.
' ?) Setzt man ,Produkt® an Stelle von ,Summe*, ,Einheit“ an Stelle von ,Null®,
so erhélt man bekannte Definitionen aus der Theorie der g. A. G.
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Diese Untergruppe soll als die G- Komponente von G (hinsichtlich der
Darstellung (G, G, ..., G,))) bezeichnet werden.

Es gilt nun folgender auch in der Theorie der g. A. G., sowie bei
den nichtkommutativen endlichen Gruppen wichtiger Satz®):

Satz 1. Ist @=((G,,@,)) und dedeutet G eine beliebige, zu G,
elementefremde Untergruppe wvon @, so ist G zu seiner G,-Komponente
ssomorph.

Dabei ist der Isomorphismus fiir unsere v. A. G. sinngema8 so zu defi-
nieren: Zwei Gruppen G und G heiBen isomorph, wenn zwischen
ihren Elementen eine derartige eineindeutige Zuordnung besteht,
daB gleichzeitig mit den Elementen «, und ¢, ¢, und «, stets die
Elemente ¢, + &, und ¢, + ¢}, @-0, und O-¢; einander zugeordnet
sind. Zum Beweise von Satz 1 ordnen wir jedem Elemente & aus G seine

G,-Komponente «® zu. Diese Zuordnung ist, wie aus einer oben gemaehten
Bemerkung folgt, jedenfalls derart, dafl e+ o @ und e, +e«,, sowie
©-¢{) und O.¢, einander zugeordnet sind, wenn das gleiche von «” und
¢, (1=1,2) gilt. Es ist also nur noch zu zeigen, daf die hergestellte
Zuordnung eineindeutig ist, und zu diesem Zwecke geniigt der Nachweis,
daB die Nullelemente von @ und Q9 eineindeutig aufeinander bezogen
sind. Das ist aber in der Tat der Fall, denn aus 0 =a® + «® folgt
eV =0, und umgekehrt ergibt sich aus ¢ = 0 - «® fiir jedes in G ent-
haltene Element « die Gleichung « =0, weil G und G, nach Voraus-
setzung elementefremd sein sollen. Satz 1 ist hiermit bewiesen.

Es soll jetat weiter der Begrifi der Restklassengruppe eingefiihrt
werden, dem bei den gewdhnlichen A.G. der Begriff der Faktor- oder
Quotientengruppe entspricht. Hs sei G eine beliebige Gruppe, G, eine
ihrer Untergruppen. Dann nennen wir 2wei Elemente o, und o, aus G
»modulo G, kongruent* und schresben o, = e,(@G,), wenn die Differenz
o, — o, tn G, enthalten isi. (o= 0(G,) bedeutet also msbesondere daB
das Element « der Gruppe @, a.ngehort)

Der Begriff der Kongruenz ist, wie unmittelbar zu sehen, symmetrisch,
reflexiv und transitiv, er befriedigt also alle Forderungen, die man an
eine Gleichheitsdefinition stellt. Ferner folgt aus ¢, = o @,); B,=8.(Gy)
stets «, + B, =&, + B,(6,) und schlieBlich zieht, wie aus der Distribu-
tivitit der Operatoren folgt, die Kongruenz e, =, (G,) stets die Kon-
gruenz ©-¢, = 0., (G,) nach sich,

Wir konnen daher die Klassen modulo @, kongruenter Elemente als

9 Vgl. R. Remak, Journ. fir Math. 139 (1911), S. 297, Satz 3. F. Levi,

Uber Abelsche Gruppen mit abzihlbaren Elementen. Leipzig, B. G. Teubner (1317),
8. 19.
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einen neuen Bereich betrachten, in dem Addition und Multiplikation mit
Operatoren folgendermafBen erklirt sind: Zwei Klassen werden addiert
bzw. eine Klasse wird mit einem Operator multipliziert, indem man zwei
beliebige ihrer Vertreter addiert, bzw. einen beliebigen Vertreter mit dem
Operator multipliziert, und die durch das erhaltene Element dargestellte,
eindeutig bestimmte Klasse als das Endergebnis der Operation ansieht.

Bei diesen Festseizungen erfillt das System der Klassen modulo G,
kongruenter Elemente, oder, wie wir in Zukunft sagen wollen, das System
der ,,Restklassen modulo G, die Bedingungen I wund II, es stellt also
etne Gruppe dar, die, wre befez'ts angekindigt, als ,, Restklassengruppe
von G mach G,“, oder symbolisch mit Q|Q,, bezeichnet werden soll.

Mit Hilfe des Begriffes der Restklassengruppe kénnen wir dem Satz 1
eine etwas allgemeinere Fassung geben, von der wir spiter &fters Gebrauch
machen werden. Wir kénnen namlich sagen: Ist

= ((Gv Gy G )) = ((Gn & )) (G— = «Gz’ - G )))a

und ist G’ eine beliebige Untergmppe von G, so ist die G,-Komponente
von G’ mit der Gruppe G'|((Q', G,]) isomorph. In der Tat, setzen wir
der Kiirze halber fiir eine behebige Untergruppe Avon G : Al[G',6,]= 4%,
so haben wir @* = ((01 : Gss ..y Q) = (G, G4 ) und es wird G;¥ die
G{'-Komponente von G'*, falls G dle G,-Komponente von G’ bedeutet.
Weil nun die Gruppen G1 und G ewdenterwelse elementefremd sind,
da ja nach dem Durchschnitt von G’ und G, die Restklassengruppe ge-
bildet wurde, so 1aBt sich Satz 1 anwenden, und es ergibt sich die Iso-
morphle von ¢ und G:*. Die Gruppe @, ist aber zu G1 isomorph,
wie man unmittelbar erkennt, wenn man jedem Element aus G, die durch
es bestimmte Klasse in der Gruppe @)" zuordnet, und dabel beachtet,
da die Gruppen @, und G, und folglich auch die Gruppen @, und [¢, G,
elementefremd sind. Aus der Transitivitit des Isomorphlebegrlﬂs ergibt
sich mxthm, daf die G,-Komponente von G’ Gl, zu der Restklassengruppe
von G nach [G', G,] isomorph ist, und das war ja die zu beweisende

Behauptung.
Zum SchluB dieses Paragraphen fithren wir noch einige Bezeichnungen
ein, die vor allem in § 2 von Nutzen sein werden. — Unter einer , Rest-

klassengruppe von G'“ ohne weiteren Zusatz wollen wir die Restklassen-
gruppe nach einer beliebigen Untergruppe @, verstehen, und zwar reden
wir insbesondere von einer ,,echten Restklassengruppe, falls @, von der
Nullgruppe verschieden ist.

Es sei ferner @, eine Untergruppe von @, H, eine solche von @@,
Dann erhalten wir eine weitere Untergruppe von @, wenn wir zu den
Elementen von @, ein Reprisentantensystem der Gruppe H, und ferner
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alle linearen Verbindungen dieser Repriisentanten mit den Elementen von
@, hinzufiigen. Die so konstruierte Untergruppe soll mit G, nH, be-
zeichnet werden. Entsprechend wollen wir unter G, H, 0 H, diejenige
Gruppe verstehen, die wir erhalten, wenn wir aus G |(G, ~ H,) eine Unter-
gruppe H, herausgreifen und dann nach dem eben auseinandergesetzten
Schema (@, o H, )~ H, bilden. Das Weglassen der Klammer ist berechtigt,
weil wir zur selben Gruppe gelangen, wenn wir aus G |G, die Gruppe
H, ~ H, herausgreifen und dann zu @, n(H, 0 H,) iibergehen.

Auf Grund der eben aufgestellten Bezeichnungsweise kénnen wir von
@, n H,~ H, ausgehend weiter eine auch ohne Klammer eindeutig be-
stimmte Gruppe G, » H, » H,~ H, aufbauen usw. Die hiermit eingefiihrte
Bezeichnungsweise wird vor allem zur glatten Darstellung einiger Beweise
von § 2 niitzlich sein.

§2.
Y.e. A. G.

Um diejenigen v. A. G. zu charakterisieren, die sinnvollerweise als
Verallgemeinerung der endlichen Abelschen Gruppen angesehen werden
konnen, fithren wir folgende Bezeichnungsweise ein: Unfer einer der
Gruppe G entnommenen echten Uniergruppenkette (Obergruppenkette)
verstehen wir eine Folge wvon Gruppen Gy, G,, ..., die similich Unter-
gruppen von G sind, und bei denen auperdem allgemein G, eine echte
Untergruppe (Obergruppe) von G~y darstellt. Wir definieren dann:

Eine v. A. G. heifit verallgemeinerte endliche Abelsche Gruppe
(v.e. A. G.), wenn sie keine ins Unendliche laufende Unter- oder Ober-
gruppenkette enthdlt.

Satz 2. Eine v. e. A. G. ist zu keiner Restklassengruppe einer
echten Untergruppe isomorph.

Wir zeigen einfach, daB jede Gruppe, die zu einer Restklassengruppe
einer echten Untergruppe isomorph ist, eine ins Unendliche laufende echte
Untergruppenkette enthilt. Es sei nimlich @, die in Betracht kommende
echte Untergruppe von G, und es sei H, diejenige Untergruppe von Gy,
fiir die @, | H, = J, zu G isomorph wird. Bilden wir alsdann G isomorph
auf J, ab, so entspricht dabei der Gruppe G, eine echte Untergruppe G,
von J,, und es enthilt G, eine Untergruppe H,, derart, dall G, | H, =J,
zn @ isomorph wird. Als erste Glieder der zu konstruierenden Unter-
gruppenkette wahlen wir jetzt U, = G, U, = H,nG,. U, ist eine Unter-
gruppe von U,, da ja G, eine solche von G,|H, ist. Um das dritte
Glied der Untergruppenkette zu gewinnen, bilden wir @ isomorph auf J,
ab. Dabei entspricht @, eine echte Untergruppe G; von J, und H, eine
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Untergruppe von H; von G;, und es. wird G,|H, = J, zu G isomorph.
Setzen wir jetzt U, = H, 0 H,n@,, so wird U, eine echte Untergruppe
von U,, weil G, eine echte Untergruppe von G, | H, und folglich H,n @G,
eine solche von @, ist. Indem wir jetzt von dem zwischen J, und @
bestehenden Isomorphismus aus weiter schliefen, konstruieren wir Glied
fiir Glied die gesuchte Untergruppenkette und gelangen so zum Beweise
unseres Satzes.

Satz 3. Eine v.e. A. Q. ist zu keiner Unlergruppe einer echien
Restklassengruppe isomorph.

Ahnlich wie wir bei Satz 2 eine Untergruppenkette aufbauten, kon-
struieren wir diesmal zu jeder der Bedingung von Satz 3 nicht geniigenden
Gruppe eine in ihr enthaltene unendliche echte Obergruppenkette. Es sei
G, eine von der Nullgruppe verschiedene Untergruppe, derart, da8 @ zu
einer Untergruppe J, von G|@, isomorph wird. Bilden wir alsdann @
isomorph auf J, ab, so entspricht der Gruppe G, eine von Null ver-
schiedene Untergruppe G, von J,, und es wird @ zu einer Untergruppe
Jy von J, |G, isomorph. Als Anfangsglieder der zu konstruierenden Ober-
gruppenkette wihlen wir jetzt O, = @,, 0, = G, nG,. Esist dann O, echte
Obergruppe von O, weil G, zu G isomorph und folglich von Null verschieden
ist. Wir bilden nun weiter @ isomorph auf J, ab. Dabei entspricht der
Gruppe G, eine von Null verschiedene Untergruppe G, von J, und es ist
G zu einer Untergruppe J, von J,|G, isomorph. Setzen wir nun
0, = G,n G0 Gy, so wird O, eine echte Obergruppe von O,. Man sieht,
es lat sich tatsichlich auf Grund des Isomorphismus von G, und J, eine
in @ enthaltene unendliche echte Obergruppenkette konstruieren, Satz 3
ist also richtig. Wir bemerken noch:

Ist G eine v.e. A. G., so ist auch jede Unier- und jede Restklassen-
gruppe von G eine v.e. 4. G. ) x

Fiir die Untergruppen ist die Behauptung klar, fiir die Restklassen-
gruppen folgt sie aus der Tatsache, daB HnG,, Hn G, ... eine echte
Unter- oder Obergruppenkette aus G darstellt, falls G,, G,, - .. eine solche
~sus G|H ist.

Satz 4. Jede v. e. A. G. lapt sich als direkte Summe endlich vieler
unzerlegbarer Summanden darstellen.

Zum Beweise unseres Satzes zeigen wir, daB sich aus jeder Gruppe,
fiir die eine derartige Darstellung nicht besteht, eine unendliche echte
Untergruppenkette herausgreifen li8t.

In der Tat, ist A eine solche Gruppe, so ist 4 sicher zerlegbar, es
gilt also eine Gleichung 4 = ((4,, 4,)), wobei 4, und A, echte Unter-
gruppen von A sind. Wiren nun 4, und 4, beide als direkte Summe
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endlich vieler unzerlegbarer Summanden darstellbar, so gilte das gleiche
von A. Es darf daher angenommen werden, daf 4, keine derartige
Summendarstellung zuldBt, und daf mithin sicher eine Gleichung
A, = ((4,, 4,,)) besteht, wobei 4,, und 4,, echte Untergruppen von 4
sind, und wobei bel geeigneter Bezeichnung A,, keine direkte Summe
endlich vieler unzerlegbarer Summanden ist. Wir wahlen nun 4, 4,, 4,,
als Anfangsglieder der zu bildenden Untergruppenkette, und setzen diese
Kette fort, indem wir auf A, dieselbe SchluBweise anwenden, wie friiher
auf 4 und 4,. Bei dieser Methode des Weiterschreitens kommen wir
offenbar nie zum Ende, es kann also 4 keine v.e. A. G. sein, d. h. jede
v. e. A. Q. stellt, wie bebauptet, die direkte Summe endlich vieler unzer-
legbarer Summanden dar.

Eine solche Darstellung wird im allgemeinen nicht eindeutig bestimms
sein, wir werden aber den grundlegenden Satz beweisen:

Die Darstellung einer v. e. A. G. durch unzerlegbare Summanden ist
bis auf lsomorphie eindeutig bestimmi.

Ehe wir zum Beweise dieses Fundamentalsatzes iibergehen, soll noch
auf die beiden wichtigsten Typen von v. e. A. G. eingegangen werden, die
aufler den gewdhnlichen endlichen Abelschen Gruppen in der Literatar
vorkommen, nimlich bis auf die vollstindig reduziblen Gruppen und auf
die Gruppen vom endlichen Rang.

§3.
Vollstindig reduzible v. A. G.

GemiB dem in § 2 aufgestellten Programm wenden wir uns zunichst
zn den in der Literatur als ,,vollstindig reduzibel “ bezeichneten v. A. G.
Die charakteristische Eigenschaft dieser Gruppen liegt darin, daf sie sich
als direkte Summe von ,,irreduziblen Gruppen® darstellen lassen, d. h.
von solchen Gruppen; die aufer der Nullgruppe keine echte Untergruppe
enthalten. Um nachzuweisen, da8 die vollstindig reduziblen (in Zukunft
kurz v. red.) Gruppen tatsichlich zu den im vorangehenden Paragraphen
eingefiihrten v. e. A: G. gehbren, beweisen wir den folgenden Satz:
Satz 5. Ist G = (P, Py, ..., P,)) eine beliebige v. red. Gruppe, G,
eine threr Uniergmppen, so st G’ ebenfalls v. red., wir haben mztkm
G,=((P,P,, ..., P))), wobei die P, ebenso wie die P, irreduzible Gruppen
bedeuten. Dabez ist s<r und man kann r—s zrreduzzble Gruppen
Plisy..., Pl so bestimmen, dap G =((P,, P, ..., P) = (P, Pz, O )
wird. Bez geesgneter Numerierung sind alsdann P, und P zsonwrpk
Satz 5 kann auch kurz so formuliert werden: ,Der (in § 2 formu-
herte} Fundamentalsatz ist fiir v. red. Gruppen giltig. Dariiber hinaus
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ist jede Untergruppe G, von @ v. red. und es liBt sich eine direkte
Summendarstellung von @ finden, bei der @, als Komponente auftritt.*
Wir fithren den Beweis mit Hilfe der vollstindigen Induktion, wir nehmen
also an, unser Satz sei fiir Gruppen mit hochstens » — 1 unzerlegbaren
Summanden bereits bewiesen — fiir irreduzible Gruppen ist er ja offenbar
richtig — und zeigen dann seine Giiltigkeit fiir Gruppen mit r unzerleg-
baren Komponenten. Nehmen wir an, es sei die Numerierung so gewdhlt,
daB @, zu der Gruppe((P,, P,, ..., P,)) = Q'(t < r) nicht elementefremd ist,
wihrend es mit allen den Gruppen, die aus G” durch Weglassen eines P, ent-
stehen, keine von 0 verschiedene Untergruppe gemein hat. Alsdann ist
nach Satz 1 von §1 die von O verschiedene Gruppe [G', @,] = P, zu
ihrer P,-Komponente (und entsprechend zu ihrer P,-Komponente fiir
¢=2,3,...,1) isomorph, und wegen der Irreduzibilitit von P, ergibt
sich daraus weiter, daB P, mit der P,-Komponente von P, identisch sein
mufl. Aus dieser Ta,tsache folgt aber leicht die Gultxgkelt der Gleichung

G=((P,,P,,..., P). Zuniichst ist namlich P, zu (P,,..., P) ele-
mentefremd ; denn andernfalls wire bereits [P,, (P,, ..., P,)] ==}=O, da ja
P; eine Untergruppe von &  darstellt, und daraus folgte weiter
[Gy; (s> ..., P,))] # O entgegen unseren Voraussetzungen iiber die Be-
stimmung von .

Ferner muB (P, P,,..., P.)) die ganze Gruppe P, enthalten. Ist
némlich & ein beheblges Element aus P,, so mul « die P,-Komponente
eines Elementes aus P, sein, d. h. es gibt in ((Pyy ..., P)) ein Ele-
ment y, fir das eine Kongruenz ¢4 y=pg=0(P,) gilt und daraus
folgt sofort «=pg—y=0 (((Pl', P,,...,P))). Aus der nunmehr voll
bewiesenen Gleichung G = =((P,, P,, ..., P,)) ergibt sich weiter @, = ((P,, G.))
fir & =[G, (Ps, ..., P,))].

Nunmehr ist uns der Ansatz zum Induktionsschluf gegeben: G, stellt
eine Untergruppe der v. red. Gruppe ((P,, ..., P,)) dar, und da diese Gruppe
nur 7 — 1 unzerlegbare Komponenten besmzt so darf auf G, der Satz 5
angewandt werden. Wir kénnen mithin @, = (P, e P (s < r) setzen,
und diirfen annehmen, da8 sich r — -8 Gmppen P,,H, ..., P/ s0 bestimmen
lassen, daB die Gleichung G'= (P, P,, ..., P,)) besteht wobei stets bei
geeigneter Numerierung P, und P (¢= 2 3 ., 7) isomorph ausfallen.
Daraus folgt aber sofort die Richtigkeit von Satz. 5 fiir die a.us r Kom-
ponenten bestehende Gmppe G. Wir haben namlich: @, = (P, B

G=(Py, Py ..., P) = (B, PP, .. P')) und  wegen des. berelts be-
wiesenen Isomorphxsmus von P und P/ sind P, und P, fiir jedes ¢
isomorph.

" Satz 5 gewihrt uns einen vollen Uberblick iiber den Aufbau einer
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v. red. Gruppe aus ihren unzerlegbaren Komponenten®). Insbesondere
ergibt sich, daB jede Untergruppe einer v.red. Gruppe G, die ebensoviel
unzerlegbare Komponenten wie @ besitzt, mit G identisch sein muf, und
da nach Satz 5 auBerdem alle Untergruppen einer v. red. Gruppe gleich-
falls v. red. sind, so erkennen wir, daB jede einer v. red. Gruppe mit + Kom-
ponenten entnommene echte Unter- oder Obergruppenkette nach héchstens
7 1 Schritten abbrechen muB.

Die v. red. Gruppen gehdren also tatsdichlich zu den v.e. A. G. im
Sinne von § 2.

Wir wenden uns nunmehr zu den Gruppen vom endlichen Rang, bei
denen man zwar die Zugehorigkeit zu den v. e. A. G. beinahe unmittelbar
erkennen kann, bei depen aber der Beweis des Fundamentalsatzes we-
sentlich gr6Bere Schwierigkeiten macht, als bei den bisher behandelten
v. red. Gruppen.

§ 4.
V. A. G. von endlichem Rang.

Wihrend bisher iiber den Operatorenbereich keinerlei beschrinkende
Annahme gemacht wurde, wollen wir jetzt voraussetzen, daff O aus einem
Bereich O', der keinen weiteren Bedingungen unterworfen wird, und aus
den Elementen eines Korpers & besteht. Dabei bedeutet ein Korper ent-
sprechend der gebrduchlichen Aunsdrucksweise ein System von Elementen
@y, a,, ..., in dem Addition und Multiplikation in iiblicher Weise erklirt
sind, und in dem insbesondere die Umkehrungen dieser beiden Operationen,
die Subtraktion und die Division, mit Ausnahme der Division duzch 0,
allgemein ausgefiihrt werden konnen'?).

Die Operatoren von O’ wollen wir wie in § 1 mit ©, die Elemente
von & hingegen wollen wir mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnen.
Sind «,, @,, ..., ¢, Elemente einer Gruppe @, so wollen wir sie linear
abhingig nennen, wenn eine Gleichung a,-o, + 0,0, + ... +a,-¢, =0
mit nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten aus & besteht, wenn sich

10) Was das Verhiltnis von Satz 5 zur bisher erschienenen Literatur angeht, so
ist folgendes zu bemerken: DaB jede v. red. Gruppe bis auf Isomorphie eindeutig
als direkte Summe irreduzibler Gruppen darstellbar ist, war in anderer Ausdrucks-
weise schon lange bekannt. Vgl z. B, A. Loewy, Math. Ann. 62 (1906), 8. 116 oder
Noether-Schmeidler, Math. Zeitschr, 8 (1920), 8. 19ff. Hingegen habe ich Satz 5
in seiner aligemeinen Fassung in der Literatur nirgends gefunden.

1) Man denke z. B. an den Korper der rationalen oder an den der reellen
Zahlep, "oder auch’ an einen Korper, der auBer Konstanten noch Funktionen eiper
_ Variablen enthalt, - .
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also ein «; linear durch die iibrigen mit Koeffizienten aus & ausdriicken

I58t; im andern Falle sollen ¢, «,, ..., ¢, linear unabhingig heiBien.
Wir wollen nun sagen: Die Gruppe G besitzt den endlichen Rang n,

wenn es tn G genau m, aber nicht mehr unabhingige Elemente gibt'?).

Besitzt G den Rang n und sind ¢, &,, ..., &, linear unabhingige
Elemente aus G, lift sich also jedes in G vorkommende Element in der

L
Form o= 3 a;-«; darstellen, so nennen wir ¢y, ¢,,...,«, ene Basis

von G und ;d;rez'ben G= (e, &,...,«,). Aus elementaren Determinanten-
sitzen ergibt sich: Jede Basis von G geht aus einer fest gewihlten durch
eine lineare Transformation mit Koeffizienten aus & und mit nicht ver-
schwindender Determinante hervor.

Sind ¢, &,,...,, (m <n) linear unabhingige Elemente aus G, so
lassen sich @, 4, ..., @, stets so bestimmen, da G = (¢, ¢,, ..., ¢,) wird.

Ist @, eine echte Untergruppe von @, so muB, wie unmittelbar ein-
leuchtet, der Rang von @, niedriger sein als der von G. Daraus folgt
sofort, daB im Bereich der Gruppen von endlichem Rang jede echte Unter-
oder Obergruppenkette im Endlichen abbricht, daf mithin die Gruppen
von endlichem Rang zu den v. e. A. Q. gehoren.

Es sollen nun noch einige Sitze abgeleitet werden, die den Zusammen-
hang zwischen den Gruppen von endlichem Rang und den endlichen Abel-
schen Gruppen in ein scharfes Licht setzen.

Satz 6. Bezeichnet n; den Rang von G; (i =1,2), d den Rang
von [G,, G,] und s denjenigen von (G, G,), so ist n, + n,=s-+d. %)
Es sei ¢, @, ..., ¢, eine Basis von [@,, G,]. Dann kann man nach

einer oben gemachten Bemerkung die Elemente ocg,)-.,_, cx,?l%, . a,‘,? (1=1,2)

so bestimmen, daB a;, @, - .., ¢z, ¢52,, . . ., &) eine Basis von G, wird, Unter

diesen Umstinden stellt aber oy, ¢, ..., ¢z €51, ..., a,?f, ally, ..., a,‘;‘;’

eine Basis linear unabhingiger Elemente von (G, G,) dar, und daraus
folgt, wie behauptet, s =n, +n, —d; s+d=mn, +n,.

Aus Satz 6 folgert man leicht: Im Bereiche der Gruppen wvon end-
lichem Rang kann man die direkie Summe auch folgenliermaﬁen definieren:

%) Der nur aus dem Nullelement bestehenden ,Nullgrnppe“ schreiben wir den
Rang 0 zn. -

%) Man erhilt den entsprechenden Satz aus der Theorie der gewdhnlichen end-
lichen A. G., wenn man ,Produkt“ an Stelle von ,Summe¥, « an Stelle von +, 3 an
Stelle von — setzt. Zwischen den Gruppen von endlichems Rang und den endlichen A. G.
bestehen in mancher Hinsicht ahnliche Zusammenhinge wie zwischen der Galois-
schen Gruppe einer algebraischen Gleichung und der Picard-Vessiotschen Gruppe
einer Differentialgleichung, oder wie zwischen dem Restklassensystem nach einem
Ideal algebraischer Zahlen und dem nach einem Ideal algebraischer Funktionen,
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Die Summe der n Gruppen G, G,,..., G, heift direkte Summe, wenn
ihr Rang gleich der Summe der Rangzahlen der. einzelnen Summanden ist.

Aus der eben gemachten Bemerkung ergibt sich miihelos, daf sich
eine Gruppe von endlichem Rang stets als direkte Summe von endlich
vielen (hichstens n) unzerlegbaren Summanden darstellen 1i8t. Um die
Richtigkeit dieser Tatsache einzusehen, braucht man nur zu bedenken, daB
jede Gruppe vom Range 1 unzerlegbar ist. Im iibrigen aber ergibt sich,
wie schon oOfters betont, bei den Gruppen von endlichem Rang fiir den
Beweis des Fundamentalsatzes keine wesentliche Erleichterung. Wir fiihren
daher diesen Beweis in dem folgenden Paragraphen gleich fiir den aller-
allgemeinsten Fall einer beliebigen v. e. A. G.

§ 5.
Theorie der Zuriickleitungsgruppen.

Um uns die zum Beweise des Fundamentalsatzes notigen Hilfsmittel
zu verschaffen, miissen wir zunichst den Fall ins Auge fassen, daf fiir
die gegebene Gruppe zwei Darstellungen @ = ((4, B)) = ((C,, C,)) be-
stehen. Es handelt sich dabei’ im wesentlichen um folgende Frage: Wann
ist eine der bei zwei derartigen Darstellungen auftretenden Komponenten-
gruppen — im folgenden wollen wir dabei insbesondere stets an die
Gruppe 4 denken — zerlegbar? Um fiir' die Beantwortung dieser Frage
ein brauchbares Kennzeichen zu gewinnen, geniigt nicht die abgesonderte
Untersuchung der Gruppe A4 allein, sondern es muBl die Tatsache aus-
geniitzt werden, dal 4 als Komponentengruppe bei einer direkten Summen-
darstellung von G auftritb, wir miissen infolgedessen unser Augenmerk
zundchst auf den Aufbau der Gruppe B, der Erginzungsgruppe von 4,
richten.

Zur iibersichtlichen Darstellung soll in diesem Paragraphen ein fiir
allemal unter « bzw. 8 bzw. y bzw.  ein beliebiges Element aus der
Gruppe A bzw. B bzw. C, baw. C, verstanden werden, ferner bedeute 7
stets ein Element der Gruppe [4, C,], & ein solches der Gruppe [4, C,].
Wir fithren nun fiir die Elemente von B (gleiches konnte natiirlich auch
fiir die von A4 geschehen) den Begriff der Zuriickleitung ein**).

Wegen des Bestehens der Gleichung G = ((C,, C,)) existiert fiir ein
beliebiges Element § eine eindeutige Darstellung g =y + J, und fiir das

) Der Name Zuriickleitung ist der GraBmannschen ,Ausdehnungslehre® ent-
uvommen, trotzdem er dort e¢ine andere Bedeutung hat als im Texte. Die Verwendung
des Namens schien unbedenklich, da unsere Untersuchungen in keinerlei Zusammen-
hang mit den GraBmannschen Entwicklungen stehen, da also eine Verwechslung
nicht zu befiirchten ist.
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Element y haben wir infolge der Gleichung @ = ((4, B)) eine eindeutige
Darstellung y = «® 4 8. Das Element p® soll als die erste Zuriick-
lestung des Elementes B hinsichlich der Gruppe C, bezeichnet werden, ent-
sprechend verstehen wir unter der ersten Zuricklestung von f hinsichilich C,
das durch die Gleichung 6 = ' 4 8" eindeutig bestimmie Element 8. %)
Als zweite Zurickleitung von B hinsichtlich C, bezeichnen wir die erste
Zugriicklestung von B hinsichilich C,, allgemein definieren wir die n-te
Zuriicklestung als erste Zurickleitung der n — 1-ien.

Ist B eine beliebige Untergruppe von B, so stellt die Gesamtheit
derjenigen Elemente aus B, die n-te Zuriickleitung eines Elementes aus
B hinsichtlich €, (k=1,2) sind, eine Untergruppe B™ von B dar?*),
die n-te Zuriickleitung von B hinsichtlich €, genannt werden soll.
Wir richten unser Augenmerk insbesondere auf die Zuriickleitungen

B® B® ..., B® B® ... von B und beweisen:

B{" ist eine (echte oder unechte) Untergruppe von B*™® (k=1, 2).

In der Tat stellt jedes Element aus Bi¥ die n — 1-te Zuriickleitung
hinsichtlich C, eines Elementes aus B dar, und muB daher in BV
enthalten sein. — Die Ketten B{", By, ... (k=1, 2) miissen infolge
der Definition der v.e. A. G. beide im Endlichen abbrechen, es mu8
also fiir zwei endliche Zahlen m, und m, und fiir beliebiges s stets
B{™+9 — Bi™ (L =1, 2) sein. Um den Aufbau von B{™ — B, niher
kennen zu lernen, filhren wir zwei neue Untergruppen von B ein, die
»Endlichkeitsuntergruppen“ E, und E,, die sich im Verlauf der Unter-
suchung als die Restklassengruppen von B nach B, bzw. B, herausstellen
werden.

E, (k=1, 2) besteht aus der Gesamthest der Elemente, die hinsichi-
lich C, nur endlich viele von Null verschiedene Zuriickleitungen besitzen.

Uber den Aufbau von E, ist folgendes zu bemerken: Bezeichnen wir
mit E, ; die Untergruppe von B, die aus allen denjenigen Elementen be-
steht, fiir die die ¢-te und folglich jede hohere Zuriickleitung verschwindet,
so ist K, , offenbar eine (echte oder unechte) Obergruppe von E,

Li-10

%) Das Element §% und ebenso A" hiingt selbstverstindlich nicht nur von C,
bzw. C,, sondern auch von der Darstellung von @ durch C, und C, ab, d.h. g wiirde
sich im allgemeinen &ndern, wenn wir an Stelle der Darstellung G = ((C,, (,)) eine
neue Darstellung G = ((C,, C’z)) setzten. Gleichwohl scheint es nicht nétig, in der
Bezeichnung auf diese Abhingigkeit hinzuweisen, da im Texte immer nur von einer
festen Darstellung G = ((C,, C;)) die Rede ist.

1%} Die Grappeneigenschaft von Ef;” wird mit Hilfe der Distributivitdt der Opera~
toren nach dem iiblichen Schema bewiesen. Ein ausfiihrliches Eingehen daraunf ist
wohl iiberfliissig. .
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und es stellt B, die Vereinigungsgruppe der Gruppen E, ; (=1,2,...)
dar. Da nun bei den v.e. A. G. jede Obergruppenkette im Endlichen ab-
bricht, so gibt es in diesem Falle stets zwei natiirliche Zahlen m, und m,,*%)
so daB Ep = B, myi1=...= B wird. Aus dieser Tatsache folgt leicht,
daB bei den v.e. A. G. die Gruppe E, auch definiert werden kann als die
grofte Untergruppe von B, die die Eigenschaft besitzt, daf3 eine threr
Zuriicklestungen hinsichtlich O, verschwindet *®).

Fiir das Folgende ist noch eine weitere, nicht auf v. e. A. G. beschrénkte
Definition der Gruppen E, ; wesentlich. Wir sefzen B, ;= E, o= (0) und
definieren dann allgemein E,; als die Gesamthest derjenigen Elemente
aus B, die die Eigenschaft besiizen, dafi ihre C,- Komponente in der
Gruppe (A, E, ;_,)) enthalten ist*®).

Um die Ubereinstimmung der beiden Definitionen etwa fiir B, ; ein-
zusehen, haben wir uns nur zu iiberlegen, da8 fiir das Bestehen der Kongruenz
B=y-+6=0(E,,) die Richtigkeit der Kongruenz y = 0 ((E, ;_,, 4)))
notwendig und hinreichend ist, falls man gema8 der urspriinglichen Defini-
tion unter E, ; (¢ > 0) die Gesamtheit der Elemente mit verschwindender
i-ter Zurickleitung, und der E, , aber die Nullgruppe versteht. Das ist
in der Tat der Fall. Setzt man namlich y=a®4 Y, s0 muf im Falle
y+0=0(E, ;) das Element 8 eine verschwindende 7 — 1-te Zuriick-
leitung besitzen und folglich der Gruppe E, ; , angehdren, wihrend um-
gekehrt aus der Kongruenz =0 ( E, ;_,) das Verschwinden der i-ten
Zuriickleitung von f und also die Kongruenz y 6 = 0 (E, ;) folgt. Das
eben gewonnene Resultat dient zum Beweise von

Satz 7. Die Endlichkeitsuntergruppen sind elementefremd *°).

Da jedes Element aus E, in einer der Gruppen E, ; vorkommt, so
geniigt zum Beweise von Satz 7 der Nachweis, dal fiir beliebiges 7, und ¢,
die Gruppen E,; und E,; elementefremd sind. Die Richtigkeit dieser
Tatsache wiederum kann in der Weise erhirtet werden, daBl wir zeigen,
daf aus der Elementefremdheit von E;; und E,; auch die Elemente-
fremdheit von E, ; und B ;1 (und entsprechend die von E, ;1 und £ ;)
folgt; denn die Gruppen E, , und E, , sind ja gleich der Nullgruppe

% Die Zahlen m, und m, sind, wie sich spiter zeigen wird, mit den bei Ein-
filhrung von B; und B, friiher erwihnten Zahlen m, und m, identisch.

%) Bei Gruppen mit unendlichem Rang wird im allgemeinen fiir E; keine end-
liche Zuriickleitung verschwinden, obwohl! jede der Gruppen Ej; ; nur endlich viele
von Null verschiedene Zuriickleitungen besitzt

1% Von der hier gegebenen Definition der Gruppe Ej ging ich urspriinglich aus.
Die weiter oben gegebene auf dem Zuriickleitungsbegriff beruhende Definition, mit deren
Hilfe sich der Beweis wesentlich dbersichtlicher gestalfet, verdanke ich E. Noether.

20) Beim Beweise von Satz 7 wird die Voraussetzung des endlichen Ranges
nicht benutzt.
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und daher sicher elementefremd. Es sei also y +6=0 ([Eys,, Bs4,41]);
By, Bss,] =0. Dann existieren zwei Elemente g, =0 (E;-1) und
B, =0 (Be-2), die den Kongruenzen y 4 g, =4 -+ f, = 0(A4) geniigen,
wir haben mithin: y +d -4 g, + B, = 0 (4), und daraus folgt wegen der
Elementefremdhbeit von 4 und B die Gleichung y -6+ 8, + f§, = 0.
Wir haben mithin y 404 8, =— B,(E,;) und daraus folgt wegen
[By,s,, Bz5,] = O die Gleichung y -8, =0, also y 6= —§, (E, ;_,).
Es gehort also y -+ & bereits der Gruppe E; ;—; an, und durch Fortsetzung
des oben durchgefithrten SchluBverfahrens beweisen wir die Giiltigkeit der
Gleichung y + 0 == 0. Hiermit ist die Gleichung [E; ;, Bz i41] =10 und
damit durch Induktion der Satz 7 bewiesen.

Satz 8. Die l-te Zuriicklestung von B hinsichtlich Cy, B, ist der
Restklassengruppe B | E, , isomorph®).

Zum Beweise von Satz 8 ordnen wir jedem Elemente aus B seine
1-te Zuriickleitung zu. Auf diese Weise erhalten wir zwischen B und BjY
eine Beziehung, die man in iiblicher Ausdrucksweise einen ,meroedrischen
Isomorphismus“ nennen kann, denn durch die angegebene Zuordnung ent-
sprechen die Elemente f, +4- f, und ,31 + ,62, - und ©-p’ einander, falls
B, und B, B, und B, B und B’ einander zugeordnet sind. Der einzige
Grund, warum wir nicht von einem gewdhnlichen (holoedrischen) Iso-
morphismus reden konnen, ist der, da8 die Elemente von B und BY, also
insbesondere die Nullelemente, nicht eineindeutig aufeinander bezogen sind.
Es entspricht zwar dem Nullelement aus B eindeutig das Nullelement
aus BY, aber umgekehrt entspricht dem Nullelement aus Bjf’ die Gesamt-
heit derjenigen Elemente, deren [-te Zuriickleitung 'hinsichtlich C) ver-
schwindet, die also der Gruppe E, , angehtren. Die eben geschﬂderte Art
der Zuordnung zwischen B und BY ist aber genau mit" derjenigen iden-
tisch, die man zwischen B und der Gruppe B| E, , herstellen kann, denn
diese Restklassengruppe entsteht ja einfach dadurch aus B, daB man alle
Elemente, deren I-te Zuriickleitung verschwindet, dem Nullelement gleich-
setzt. Die Gruppen B und B|ZE;,; sind also in der Tat isomorph.

Nehmen wir wie oben an, dal Ey 1, Bz o, - .., Bi, m, alle verschieden
sind, so fallen die Gruppen B, B2, ..., Bi™ — B;, alle verschieden aus
und B, wird zu der Gruppe B|E, 1somorph B, kann nun, wegen
E; = Ei, my, kein von Null verschiedenes Element mit einer verschwinden-
den endlichen Zuriickleitung enthalten und ist folglich zu E, elemente-
fremd. Man kann daher ein Reprisentantensystem von B|E, so be-
stimmen, daB es alle Elemente aus B, enthilt. Bei dieser Wahl stellt B,
eine zu B|E, isomorphe Untergruppe von B|E, dar, und muB wegen der

1) Satz 8 gilt ebenso wie Satz 7 fiir ganz beliebige v. A, G.
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Endlichkeit mit B|E, identisch sein, d. h. wir haben die Gleichung
= ((E,, B,)). Mit Hilfe dieser wichtigen Beziehung beweisen wir weiter:

Satz 9. Es existiert eine direkie Summenzerlegung B = (E,, E,,U)).

Zum Beweise unseres Satzes iiberzeugen wir uns zunichst davon, da8
E, in B, (und entsprechend E, in B,) enthalten ist, und weisen zu diesem
Zwecke nach, daB die Zuriicklestungsgruppe von E, nach C, mit E, iden-
tisch ist. Wir nehmen an, es sei bereits gezeigt, dal E, ; , mit seiner
Zuriickleitung hinsichtlich C, zusammenfillt, und zeigen dann, dafl unter
dieser Annahme das gleiche fiir E, ; gilt. In der Tat, ist f=y 0= O(Zf}'g AR
so gibt es ein g, =0(Z, ;_,), so daB 5 +,31 -—-a__O(A) wird, wir haben
also y= —a+(y+0)+f = —a+ " ﬁ“—~/‘3+ﬂl—0(E) Die
Zuriickleitung jedes Elementes aus E’ hmsmhthch C, ist daher in E, ent-
halten. Da ferner ﬂ > die Zuriickleitung eines Elementes aus E, , dar-
stellt, und da nach Voraussetzung wegen f=0(E, ;_,) dasselbe fur B,
gilt, so stellt auch das beliebige Element y + = § aus E, ; die Zuriick-
leitung eines Elementes aus E, ; dar. Da nun E, ,=(0) evidenterweise
mit seiner Zuriickleitung hmsmhthch C, zusammentfillt, so ist hiermit durch
Induktion gezeigt, daB das gleiche fiir jedes E, ; und folglich auch fiir
E, gilt. E, tritt daher in jeder Zuriickleitung von B nach C,, insbesondere
auch in B, auf.

Mit Hilfe des gewonnenen Ergebnisses ergibt sich nun leicht der Be-
weis von Satz 9. Wir wollen die Elemente £ so bestimmen, da sie die
Vertreter der Gruppe B,|E, werden, d. h. wir wollen aus jeder Klasse
modulo E, kongruenter Elemente von B, genau einen Reprisentanten &
herausgreifen. Dann besitzt das System S der ¢ folgende Eigenschaften:
1. 8 stellt nicht nur die Gruppe B, | E,, sondern auch die Gruppe B |((Z,, E,))
dar. (Dies folgt unmittelbar aus der Gleichung B = ((%,, B,)).) 2. Die -
& sind modulo E, vollstindig willkiirlich, d. h. zu jedem £ kann ein be-
liebiges Element aus Z, zugefiigt werden. 3. Das System der & besitat,
wie selbstverstindlich, modulo E, Gruppeneigenschaft. — Man kann nun
in den bisherigen Untersuchungen iiberall die Zahlen 1 und 2 vertauschen,
und daraus ergibt sich leicht, daff man das System 8 der & so bestimmen
kann, dafi es nicht nur modulo E,, sondern auch modulo E, Gruppen-
eigenschaft besitzt.

Es bezeichne niimlich 8% ein Reprasentantensystem der Gmppe B.|E,,
8% ein solches der Gruppe B,|F,, so daB also 8“ und 8% beide je ein
Reprasentantensystem der Gruppe B[((El, E,)) darstellen. Sind nun 2
und £® zwei Elemente aus §“ und §% dle dieselbe Klasse von B|(( E,, £,))
vertreten, so muf} eine Glelchung £0 = 5 " e — s g =0(E;) bestehen.
Setzt man dann £ =& 4 &, = £® =¢,, s0 besitat das System § sowohl

12+
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modulo E, als auch modulo E, Gruppeneigenschaft wie sich unmittelbar
aus der oben gemachten Bemerkung 2 ergibt, weil ja die Elemente von §
ans den Elementen yon 8% bzw. 8® durch Zufiigung eines Elementes
aus E, bzw. E, hervorgehen.

Wir zeigen nun weiter, daB das so gewahlte System § auch absolut
eine Gruppe darstellt.

Sind ndmlich & und &, beliebige Elemente aus S, so gibt es ein
Element &, und ein Element &, die den Kongruenzen &, + &, —&,=0(E,);
& +& — 5;50(1172) geniigen. Die Elemente £, und 5; miissen aber iden-
tisch sein, weil § keine zwei modulo ((Z,, E,)) kongruenten Elemente
enthilt. Daraus folgt &, 4 &, — & =0([E,, £,]), also & + &, — & =0.
Das System S enthdlt also gleichzeitigz mit zwei Elementen stets auch
deren Summe, und in gleicher Weise zeigt man, daB in S gleichzeitig
mit dem Element & stets auch das Element @-£& vorkommt. Wir kénnen
also die £ so wihlen, daB sie eine Gruppe U bilden, und es darf daher,
wie behauptet, B = ((E,, E,, U)) gesetzt werden.

Die Gruppe U kann als ,,Unendlichkeitsgruppe von B* bezeichnet
werden, da sie nur Elemente enthalt, deren simtliche Zuriickleitungen
hinsichtlich €, und C, von Null verschieden sind. U ist bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmt?222),

Der Aufbau der Gruppe B ist jetzt, soweit es fiir unsere Zwecke
notig ist, untersucht. Wir betrachten nun noch den Aufbau der Gruppen
C, und C,, und zwar unter der besonderen Voraussetzung, daB C, mit
der C,-Komponente von A identisch ist, d. h. daB zu jedem y bzw. d ein
0 bzw. y gefunden werden kann, das der Kongruenz y -+ d=0(4) geniigt.

Satz 10. Ist G = ((4, B))=((C,, C,)) und st C, mit der C,-Kom-
ponente von A identisch, so besteht eine Gleichung C, = (FV, F®, F®)), wo-
bei die Gruppen F®, F®, F® folgende Bedeutung haben: 1. FY ist die
C,-Komponente von E,. 2. F® ist die C,- Komponente einer Gruppe U.
3. F® enthdlt alle Elemente y, die einer Gleichung y +6=0(4) ge-
niigen, wobei & ein beliebiges Element der C,- Komponente von E, ist®?).
Eine analoge Zerlegung existiert fir C,.

Zum Beweise unseres Satzes haben wir zundehst die Gruppeneigen-
schaft von F® nachzuweisen. Ist y,=0(F®); 7,=0(F®), so gibt es
zwei Elemente 8, und ,, die beide der C,-Komponente von , angehtren
und den Kongruenzen y;, 4+ 8,=0{4) (¢ =1, 2) geniigen. Dann aber ist

2) F® enthilt also insbesondere die ganze Gruppe [4, C,], da ja unter den
Elementen der C,- Komponente von E; auch das Nullelement mitgerechnet werden muf.

223y Vol. den Zusatz am -Schlusse der Arbeit, durch den der Bewelsgang be-
deutend veremfw}zt vor allem Satz 10 fiberfliissig gemacht wird.
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weiter (y, -+ 7,) + (6, + 6,)==0(4), und da 8, | 6, ebenfalls der C,-Kom-
ponente von C; angehért, so mu y, 4y, definitionsgemdB gleichzeitig
mit y, und y, in F® auftreten. Indem wir die gleiche SchluBweise auf
y und @.y anwenden, erkennen wir die Gruppeneigenschaft von F®. Wir
beweisen nun weiter, da8 modulo [4, C,]= D, die Gruppen B und
C, = (F®, F®, F®)) isomorph werden. Zu diesem Zwecke stellen wir fest:

1. FY ist zu B, und F® ist zu U absolut und modulo D, holoedrisch
isomorph, da es in E, und U kein von Null verschiedenes Element mif
in 4 enthaltener C,-Komponente geben kann.

2. F® wird modulo D, mit B, isomorph. Um die Richtigkeit dieser
Behauptung einzusehen, braucht man nur zu bedenken, da8 im Falle D, =0
zu jedem & aus der (,-Komponente von E, ein eindeutig bestimmtes y
existiert, das der Gleichung y + 6 =0(4) geniigt, und daB dieses y im Falle
6=+ 0 von Null verschieden sein mufl, da ja jedes Element aus B mit
in 4 enthaltener C,-Komponente der Gruppe E, angehéren muB.

8. Ist 7, =0(F¥) (s =1,2,83), so besteht eine Kongruenz y, +y, -+,
=0(D,) nur dann, wemn y,=y,=y,=0(D,) ist. Es sei nimlich
71+ 0, =0(H,); yo+6,=0(U); y,+38,=0(A) und es mége dabei J,
der C,-Komponente von E, angehoren. Dann enthdlt E,, wie aus der
zweiten Definition dieser Gruppe zu ersehen ist, ein Element von der Form
« + J;, und daraus folgt angesichts der Bedeutung von y, und 4,, daB
die B-Komponente von + y, der Gruppe E, angehort. Da ferner wegen
Y. +re=—y, (4)y, +y, und — y, dieselbe B-Komponente besitzen,
muB die Zuriickleitung von y,4- 8,4 y,-- 8, und mithin auch y,+ 8, +y,-+94,
selber in E, enthalten sein. Daraus folgt sofort y, + 6, = 0; y, + 6, =0,
also y, =y, =0; 7,=0(D;) (bzw. y, =0 im Falle y, + y, + 7, =0).

Aus 1., 2. und 8. ergibt sich unmittelbar: Die Gruppen F", F*®, F®
sind absolut und modulo D, elementefremd, ihre Summe stellt also ab-
solut und modulo D, eine direkte Summe dar. Ferner ist F® zu E®,
F® m U, F® m E’ modulo D, isomorph. Daraus folgt sofort der
Isomorphismus von B und C, modulo D, und mit Hilfe dieser Tatsache
kann weiter die Gleichung ((Fm F®, F"”)) C, = C, leicht bewiesen
werden.

Modulo D, sind nimlich 4 und C, elementefremd, es ist daher nach
Satz 1 modulo D, die Gruppe C, zu einer Untergruppe von B isomorph.
Vermoge dieses Isomorphxsmus wird nun €, isomorph auf eine Untergmppe
von B abgebildet, und zwar auf eine echte Untergruppe, falls C“ modulo
D, nicht mit C, identisch ist. Da nun C’ zu B isomorph ist, und da B
zu keiner echten Untergruppe isomorph sein kann, so folgt aus unsern
Uberlegungen die Gleichheit von C, und C, modulo D,. Daraus ergibt
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sich aber sofort die absolute Gleichheit von €, und O, weil ja die ganze
Gruppe D in F® enthalten ist. Hiermit ist Satz 10 bewiesen; mit seiner
Hilfe wird es uns im folgenden Paragraphen verhiltnismaBig leicht sein,
den Fundamentalsatz zu beweisen.

§ 6.
Der Fundamentalsatz.

Satz 11 .Ist @ = (4, B)) = ((C,, C,)) und ist [4, C;1+ 0 (i=1,2),
so st A zerlegbar.

Wir diirfen voraussetzen, dad C, die C,-Komponente von A dar-
stellt.  Ist namhch Cp die C’k-Komponen’se von A, so haben wir:
&' =, 0y)=((4, [B, §')), denn jedes Element aus @’ 1iBt sich in
der Form « + § darstellen, wobei g in [B, G'] auftritt, weil « als Ele-
ment von 4 in G vorkommt. Fiir die Gruppe G’ sind aber die Voraus- -
setzungen von Satz 11 ebenfalls erfiillt, weil [4, O,:] =[4, C] + 0 ist.
Wir diirfen daher von vornherein C, als C,-Komponente von 4 annehmen,
und kénnen dann von Satz 10 Gebrauch machen.

Setzen wir gemidl der in § 5 verwandten Bezeichnungsweise B
= (B, B, U)); C,=((F®, F®, F®)), so haben wir 4= ((a,, ),
wobei G, und @, folgendermafen definiert sind: @, ist diejenige Unter-
gruppe von A, deren C,-Komponente durch F® gegeben ist, wihrend
ihre C,-Komponente durch die C,-Komponente von E, dargestellt wird.
G, hingegen ist diejenige Untergruppe von 4, der:n C,-Komponente mit
(F®, F®)) identisch ist, wihrend die C,- Komponente aus der Gesamtheit
derjenigen Elemente & besteht, die einer Gleichung y +6=0(4);
7=0 (F", F®)) geniigen, also insbesondere die ganze Gruppe [4, C,]=D
enthilt 2%,

Da G, Gruppeneigenschaft besitzt, ist klar. DaB das gleiche von
G, gilt, erkennt man mit Leichtigkeit auf Zhnliche Weise, wie beim Be-
weise von Satz 10 die Gruppeneigenschaft von F'® bewiesen wurde. Ferner
wird die Gruppe G, zu G, elementefremd, weil jedenfalls die C,-Kompo-
nenten von G, und G, elementefremd sind, und weil auBerdem &, kein
von Null verschiedenes Element aus C, enthalt®). SchlieBlich erschopfen
@, und G, zusammen die Gruppe 4, denn ((G,, G,)) besitzt dieselbe

2} Es besteht also &, aus der Gesamtheit der Elemente y+4-J, wobei y ein
Element aus (F™, F®)), & ein der Gleichung y-+8=0(4) geniigendes Element
bedeutet. @, ist ganz analog definiert, nur daB C; und G, die Rollen tauschen (vgl.
die Definition von F@).

%) Man beachte, da8 E, kein von Nuil verschiedenes Element mit in A vor-
kommender C,-Komponente enthilt.
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C,-Komponente wie 4 und enthilt auBerdem die ganze Gruppe D,. Aus
der nunmehr bewiesenen Richtigkeit der Gleichung 4 = ((G,, G,)) folgt
sofort die Richtigkeit von Satz 11, denn fir [4, C;]+ 0 (¢ =1, 2) sind
die Gruppen G, und G, von Null verschieden.

Den eben bewiesenen Satz kann man auch so aussprechen:

Ist (4, B)) =((4,, 4,)), und ist A weder zu seiner A,-, noch zu
seiner 4,-Komponente isomorph, so ist 4 zerlegbar. In dieser Form werden
wir jetzt das gewonnene Ergebnis verallgemeinern.

Satz 12. Ist G =((4, B))=((4,, 4;, ..., A,)) und ist A zu keiner
seiner A,- Komponenten isomorph, ist also A zur Summe wvon je r — 1
der Gruppen A, niemals elementefremd, so ist A zerlegbar.

Beim Beweise darf man 4; = A als A;-Komponente von 4 voraus-
setzen. (Dies wird auf dieselbe Weise gezeigt, wie wir die Richtigkeit der
entsprechenden Behauptung bei Satz 11 nachwiesen.) Wir nehmen nun an,
Satz 12 sei fiir r =7, — 1 bewiesen (fiir r,= 3 ist diese Voraussetzung ja
in der Tat richtig), und zeigen dann seine Giiltigkeit fiir r,.

Es sei 4,=((4,, 4;,..., 4,,)) und 4] bezeichnet die der Darstel-
lung G = ((4,, 4,)) entsprechende 4,-Komponente von 423). Dann be-
steht eine Gleichung ((4,, 4;")) = (4, [B, (4,, 4, )]) = (4, B,)). Ist
nun 4 zu A, nicht isomorph, so konnen wir Satz 11 anwenden und unmittel-
bar auf die Zerlegbarkeit von A schlieBen,

Es ist also nur noch der Fall zu untersuchen, daf 4 zu 4, elemente-
fremd, und mithin zu A, isomorph ist. Hier sind zwei Moglichkeiten zu
unterscheiden: '

a) [By, A7]=+0. In diesem Falle betrachten wir die Restklassen-
gruppe von ((4, B,)) nach [B,, A, ]. A’, B, usw. mbgen die Gruppen be-
deuten, die in dieser Restklassengruppe 4, B, usw. entsprechen. Dann
sind 4, und A, elementefremd wegen der Elementefremdheit von 4, und
A In dhnlicher Weise erkennt man die Richtigkeit der Gleichung
[4’, B]]=0. SchlieSlich folgt aus der Elementefremdheit von 4 und B,
noch die Tsomorphie von 4 und A’. A,” hingegen kann nicht zu 4’ iso-
morph sein, da nach einer seiner von 0 verschiedenen Untergruppen die
Restklassengruppe gebildet wurde. Wir konnen daher auf die Gleichung
(4", B))=((4,, A,”)) den Satz 3 anwenden, und aus ihm die Zerleg-
barkeit von A4’ und folglich von A erschliefen.

b) [By, A7]=0. In diesem Falle mu8 B, zu einer Untergruppe
von A, und umgekehrt (wegen der Elementefremdheit von A; und A)
4, zu einer Untergruppe von B, isomorph sein. Daraus ergibt sich dic

25) Diese Komponente ist natiirlich im allgemeinen von der direkten Summe
der 4;-Komponenten von 4 (i=2, 3, ..., ») verschieden.
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Isomorphie von 4, und B,. Es muB also 4, die 4,-Komponente von B,
darstellen, und es mufl daher fiir ein beliebiges Element «=0(4,) ein
Element von der Form e« 8; f=0(4, *) in B, vorkommen. Daraus
folgt, daB man jedes Element aus B in der Gesi;a,lt y -+ & darstellen kann,
wobei 7=0(B,); $=0([B, Alj)lst Aus[B,, 4, ]=0 exgibt sich nun, daB
B, auch zu A4, elementefremd sein muB®), wir haben also B=((B,,[B, 4,])),
mithin G = (4, B)) = (4, B, [B, 4,)) = ((4,, 4;", [B, 4,])). (DaBin
der letzten Gleichung ebenfalls die Doppelklammer stehen darf, erkennt
man unmittelbar aus der Tatsache, daB jedes Element aus [fff, B, 4,]
auch in B, vorkommen, und folghch gleich 0 sein muB.) Aus der abge-
lelteten Glelchung folgt weiter (A, ,[B, 4,]1)= (4, 4, - - -, 4,)). Denn
(4 . [B, 4,)) stellt eine Untergruppe von ((ds, 4s, ..., ,,,) dar, die
nach Satz 1 wegen der Giiltigkeit der Gleichung ((4,, 4,,[B,4,]))
= (4, 4a ..., 4y,)) z2u (s, 4s, . .., 4,,)) isomorph ist.

Von der Glelchung (41, [B, Al]) (4s...4,,) ausgehend, schlieBen
wir jetzt so weiter: ]

Die Gruppe A, ist wegen ihrer Isomorphie mit der Gruppe 4 zu
keiner ihrer A4.-Komponenten (7 =2,3,...,7,) isomorph. Denn diese
Komponenten sind ja Untergruppen von 4, (¢ =2,...,7,) und jede der
Gruppen A4, ist zu einer echien Restklassengruppe von A isomorph. Da
nun auf der rechten Seite von (A3 ,[B, 4,])=((4s ... 4,,)) insgesamt nur
ro— 1 Komponenten auftreten, so kann von Satz 12 Gebrauch gemacht
werden. A; und mithin 4 miissen also zerlegbar sein.

Hiermit ist der SchluB von 7, auf 7,4 1 allgemein durchgefiihrt und
Satz 12 ist voll bewiesen. Wir benutzen das gewonnene Ergebnis zum Be-
weise des Fundamentalsatzes.

Es seien G = ((4,. 4,,...,4,)) = (B,, B,,. .., B,)) zwei Darstellungen
von G durch unzerlegbare Summanden. Wir zeigen dann zuerst, daf} be:
geeigneter Wahl der Numerierung B, als B,-Komponente von A, und zu
A4, isomorph angenommen werden darf. In der Tat, nach Satz 12 kann
die Bezeichnung jedenfalls so gewihlt werden, daB 4, zu seiner B, -Kom-
ponente isomorph ist. Sollte diese Komponente nun eine echte Unter-
gruppe von B, werden, so suchen wir weiter eine Gruppe 4;, derart, da
B, zu seiner 4;-Komponente isomorph wird. Eine solche Gruppe existiert
nach Satz 12 stets, und zwar muBl sie von 4, verschieden sein, weil man
andernfalls zu einer isomorphen Abbildung von A4, auf eine seiner echten
Untergruppen kdme, indem man zunichst 4, auf seine B, -Komponente,
alsdann wieder B, auf seine A4, -Komponente isomorph abbildete. Wir
diirfen also annehmen, daB B, zu seiner 4,-Komponente isomorph wird.

2) Weil jedes Element aus [4,, B,) auch in A* vorkommen mus.
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Wir wenden nun dieselbe SchluBiweise, die wir eben bei B, benutzten, anf
A, an, und finden, daB bei geeigneter Wahl der Bezeichnung 4, zu seiner
B,-Komponente isomorph wird, falls nicht 4, mit der A,-Komponente
von B, identisch ist.. Tritt der erstere der beiden Fille ein, so beachten
wir, daB dann A, zu einer echten Untergruppe von B, isomorph sein muB,
wie man erkennt, wenn man zuerst 4, auf seine B,-Komponente, alsdann
B, auf seine A4,-Komponente, schlieBlich 4, auf seine B,-Komponente
isomorph abbildet. Wir kommen unter Benutzung dieser Tatsache ent-
sprechend dem Fritheren zu der Alternative: Entweder es ist B, mit der
B,-Komponente von 4, identisch, oder es wird bei geeigneter Numerierung
B, zu seiner 4,-Komponente isomorph. Indem wir nun immer nach dem
gleichen Schema Schritt fitr Schritt weiterschlieBen, kommen wir entweder
einmal zu dem Falle, daB A, zu seiner B;-Komponente oder B; zu seiner
4, ,-Komponente isomorph und dafl diese Komponente mit B, bzw. 4, ,
identisch wird. Dann brauchen wir blo8 geeignet umzunumerieren und
eventuell die Buchstaben 4 und B zu vertauschen, um zu erreichen, dafl
die B,-Komponente von 4, mit B, identisch und zu 4, isomorph wird.
Oder aber es tritt fiir » < s (fiir s <7 erleiden unsere Betrachtungen nur
eine ganz unwesentliche Anderung) der Fall ein, da8 4, zu einer echten
Untergruppe von B; (2 = e, ..., r) und B; zu einer echten Untergruppe
von 4,,, (¢=1,2,...,r—1) isomorph wird. Dann aber ist nicht .
nur 4,, sondern auch jede der Gruppen 4, (¢=1,2,...,r— 1) zu einer
echten Untergruppe von B, isomorph. (Das erkennt man durch wieder-
holte isomorphe Abbildung genau so, wie wir oben zeigten, dafl bei unsern
Annahmen A4, zu einer echten Untergruppe von B, isomorph wurde.) Es
kann daher B, zu keiner Untergruppe irgendeines A, isomorph sein, im
Widerspruch mit den Schliissen, die wir aus Satz 12 ziehen kénnen.

Der zuletzt angenommene Fall ist also ‘ausgeschlossen und wir diirfen
daher von vornherein von der Annahme ausgehen, dafl die B,-Komponente
von A, mit B, identisch und zu 4, isomorph ist*?). Dann haben wir zu-
nichst [4,,((B, ... B,))] =0 nach Satz 1 und weiter (4,, 4,,..., 4,))
=((4,, B,,,.., B,))=G. Denn die Gruppe ((4,, B,, ..., B,)) enthilt die
ganze Gruppe B, , weil zu jedem Element g = 0 (B, ) ein Element ¢ = 0(4,)
gehort, derart, daB « =g+ 8; f=0(((B, ... B,)) wird. Aus der Glei-
chung ((4,, 4,, ..., 4,)) = ((4,, B,, ..., B,)) folgt weiter nach Satz 1 die

27) Bei den gewdhnlichen endlichen Abelschen Gruppen, sowie bei den Gruppen
von endlichem Rang 18t sich die Moglichkeit dieser Annahme wesentlich einfacher
beweisen als bei den aligemeinen v. e. A. G. Man braucht nur 4, so za wihlen, da8
keine der Gruppen 4; und B; mehr Elemente bzw. groferen Rang als 4, besitzt und
B; so, dafi 4, zu seiner B,-Komponente isomorph wird. Dann ergibt sich unmittel-
bar die Identitit von B, mit dieser Komponente.
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Isomorphie der Gruppen ((4,...4,)) und (B, ... B,)). Auf Grund dieser
Tatsache beweist man nun die Giiltigkeit des Fundamentalsatzes mit Hilfe
der vollstindigen Induktion nach demselben Schema, nach dem wir in § 3
den Beweis des Hauptsatzes fiir die vollstéindig reduziblen Gruppen ge-
fiihrt haben. Wir schenken uns die Durchfithrung des trivialen Beweises
und formulieren nur noch das gewonnene Ergebnis ausfiihrlich:

Fundamentalsatz: Sind G = ((4,, 4,,...,4,))= (B, B,, ..., B,))
zwer Darstellungen der Gruppe G durch unzerlegbare Summanden, so ist
r ==, und bei geeigneter Numerierung sind A; und B, isomorph.

Es soll nun noch untersucht werden, wann die Darstellung einer
Gruppe durch unzerlegbare Summanden absolut eindeutig ist und wann es
tatsichlich verschiedene Darstellungen gibt. Es gilt:

Satz 13. Ist G =((4,, 4,,..., A,)) eine Darstellung von @ durch
unzerlegbare Summanden, so ist diese Darstellung dann und nur dann
esndeutig, wenn keine der Gruppen A, eine zu einer Restklassengruppe
von A, (¢ k) isomorphe, von O verschiedene Untergruppe enthdls.

In der Tat, es bedeute B, eine Untergruppe von A4,, B, = 0 eine
solche von A,, und es sei 4, |B, zu B, isomorph. Wir bezeichnen dann
mit § ein beliebiges Element aus B;, mit & einen Reprisentanten der
Gruppe 4, | B,, mit { dasjenige Element aus B,, das dem Reprisentanten &
durch den zwischen A, |B, und B, bestehenden Isomorphismus zugeordnet
ist, und betrachten das System Al, das aus der Gesamtheit aller Elemente
von der Form f - £ besteht. Dieses System bildet eine Gruppe.
In der Tat, sind g, + &, + ¢, und 8, + &, + C, zwei beliebige Elemente
des Systems, so gehért auch das Element (B, + & -+ &,)+ (B, + & + &)
= (B, + Bs) + (&, + &)+ (£, +&,) dem Systeme an, weil g, + B, ein
Element aus B, ist, und weil dem Reprisentanten &, -+ £, der Gruppe 4, | B,
vermdge des zwischen 4, | B, und B, bestehenden Isomorphismus das Ele-
ment {, +{, aus B, zugeordnet ist. In ganz entsprechender Weise zeigt
man, daf auch die Anwendung der Operatoren nicht aus dem System
herausfiihrt, A, besitzt also tatsichlich Gruppeneigenschaft.

Die Gruppe A, ist von A, verschieden, weil nicht alle Elemente ¢
gleich 0 sind, sie ist zu 4, elementefremd, weil dem Reprisentanten des
Nullelements in 4, | B, nur das Nullelement aus B, zugeordnet ist, schlieB-
lich besteht, wie unmittelbar zu sehen, die Glelchung ((41,-4,)) = ((4;, 4,))
und mithin (4, 4,, ..., 4,))=((4,, 4,..., 4,)). Die in Satz 13 an-

gegebene Bedingung ist also fiir die Eindeutigkeit der Darstellung not-
wendig.

Die Bedlngunglst aber auch hinreichend. Esseinamlich (4, 4,,...,4,))
= ((4;, 4s, ..., 4;)), wobei etwa A unter den Gruppen 4; nicht auftmtt.
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Dann diirfen wir nach dem Fundamentalsatz bei geeigneter Wahi der Be-
zeichnung voraussetzen, da A4, mit der 4, - Komponente von A; identisch
und zu 4] lsomorph ist. Sei;zen wir [4,, Alj =D; (4s...4,))= A und
bezeichnen wir mit 4’ die 4 -Komponente von A;, 50 ist A nach Satz 1
zu 4,|D und folglich auch zu 4, |D isomorph®®). Wir betrachten nun
die 4,-Komponenten von 4. Dlese sind Untergruppen der Gmppen 4;,
die mcht simtlich glelch der Nullgruppe sein konnen, weil 4’ wegen
A, + A; und mithin [Al, 4,] =+ A; von der Nullgruppe verschieden sein
mufl. Es sei etwa die 4,- Komponente von 4’, die wir mit B, bezeichnen
wollen, von Null verschieden. Dann ist B, zu einer Restklassengruppe
von A’ und folglich zu einer Restklassengmppe von A,;D isomorph.
Eine Restklassengruppe von 4, | D kann aber auch als Restklassengruppe,
von A, aufgefalt werden®®). Aus der Existenz zweier verschiedener Zer-
legungen fiir die Gruppe G im Sinne des Fundamentalsatzes kann also bei
geeigneter Wahl der Bezeichnung auf die Isomorphie einer von Null ver-
schiedenen Untergruppe von A4, mit einer Restklassengruppe von 4, ge-
schlossen werden, d. h. die in Satz 13 angegebene Eindeutigkeitsbedingung
ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend. — Im Falle der voll-
stindig reduziblen Gruppen erhalten wir aus Satz 13 die in der Literatur
wohlbekannte Bedingung: Die Darstellung einer wvollstindig reduziblen
Gruppe durch irreduzible Komponenien ist dann und nur dann eindeutig,
wenn keine zwei isomorphen Komponenten aufireten. — Wir verlassen jetzt
die allgemeine Theorie, um uns Anwendungen zuzuwenden.

§7.
. Formale Theorie der Differentialgleichungssysteme °).

Um die in den vorangehenden Paragraphen entwickelte Theorie an-
zuwenden, miissen wir zundchst iiber den Operatorenbereich weitergehende .
Annahmen als bisher machen. Wir wollen in diesem Paragraphen an-

2%) Man beachte, daB die isomorphe Zuordnung von 4, und 4 in unserm Falle
derart ist, da die Elemente von D sich selber zugeordnet werden.

#9) Ist nimlich (4]|D)|D, die in Betracht kommende Gruppe, so hat man bei
Benutzung der Bezeichnungsweise von § 1 und § 2: (4|D)|D,=A4A|(Dn D,).

) Vgl. zu diesem Paragraphen die Abhandlungen: A. Loewy, Uber Matrizen-
und Differentialkomplexe, Math. Ann. 78 (1917), S. 1—51 bzw. S. 343 —368; Begleit-
matrizen und lineare homogene Differentialausdriicke, Math. Zeitschr. 7 (1920),
8. 58—125; E. Noether-W. Schmeidler, Moduln in nicht-kommutativen Bereichen,
Math. Zeitschr. 8 (1920), S. I bis 85. Die genannten Arbeiten sollen in Zukunft kurz
mit L. I, L. II, N.-S. zitiert werden. In N.-S. sind, wie bereits in der Einleitung
hervorgehoben, allgemein partielle Differentialgleichungssysteme in den Kreis der Be-
trachtung gezogen, doch 148t sich von unserer Theorie auf solche Systeme im all-
gemeinen keine Anwendung machen, da die ihnen zugeordneten Gruppen nicht not-
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nehmen, daB O einen Korper § enthilt, in dem analytische Funktionen
einer Variablen z vorkommen?®!), und daf dabei insbesondere in & stets
gleichzeitig mit q (z) auch die abgeleitete Funktion a%a(x) =a'(x) aui-
tritt. AuBer den Elementen von ® soll in O nur noch der eine Opera-
tor ad;, die Differentiation, vorkommen. Der Operator 2% stellt also dann
den Operatorenbereich O’ im Sinne von § 4 dar.

Es sei jetzt G = (y,, Ya), « -+, ¥,) esne Gruppe vom endlichen Range n.
Dann ‘miissen sich die Ablestungen % linear und homogen durch die y;

ausdriicken lassen, wir haben also ern lineares und homogenes Dzfferential-

gleichungssystem (in Zukunft abgekiirzt Ds. ) 2a1k ¥, das wir auch

als Matrizengleichung (EE) = A(y) schreiben konnen. Dabei bedeutet 4

die Matrix |a,.[, (¥) (und entsprechend (%)) eine Matrix von der be-
sonderen Gestalt
i ¥, 0...0]
1% 0...0]
. H
| ¥n
Durch unser Ds. ist der Aufbau der Gruppe G wollstindig bestimmi, denn
wir konnen mit seiner Hilfe nicht nur die ersten Ableitungen der y, durch
die y, selbst, sondern auch, wie man durch » — 1-fache Differentiation des
Ds. erkennt, die Ableitungen n-ter Ordnung durch diejenigen n — 1-ter
bis 0-ter Ordnung und folglich letzten Endes durch die y, allein ausdriicken.
Das Ds. seinerseits ist durch G nicht eindeutig bestimmt, es hingt
vielmehr von der Basis ab, die wir fiir G wahlen. Ist 2,,2,,...,2, eine

zweite Basis von @, so besteht eine Transformationsgleichung (y) = P-(z),
wobei P eine Matrix mit Koeffizienten aus & und mit nicht verschwin-

dender Determinante bedeutet. Wir erhalten daher %(P-(z)) =4-P-(2),
;%F(z) + P~(g—%) = A-P-(z), oder wenn wir ?i% P=P’ setzen,
(%) = (— P7.P'4 P7".4.P)-(z). Das fiir die (2) giiltige Ds., das wir

aus dem fir die (y) giiltigen durch eine lineare Transformation der ab-
héngigen Verinderlichen mit Koeffizienten aus & und mit nicht verschwin-

wendig v.e. A. G. zu sein branchen. Wir gehen daher hier nicht ndher auf partielle
Systeme ein, vor allem deshalb, weil bisher noch keine Methode vorliegt, um die par-
tiellen Systeme mit zugeordneten v.e. A. G. von beliebigen Systemen zu unterscheiden.

31} Im Spezialfall kann natiirlich  auch ausschlieBlich aus Konstanten bestehen.



Uber verallgemeinerte endliche Abelsche Gruppen. 189

dender Determinante erhalten haben, heit mit dem zu den (y) gehérigen
Ds. ,von derselben Art“*?). Den Zusammenhang zwischen Gruppe und Ds.
konnen wir jetzt so formulieren:

Zu jeder Gruppe gehort eine Klasse von Ds. derselben Art (d. h. die
Gesamitheit der Ds., die mit einem festen Ds. von derselben Art sind) und
jedem Ds. der Klasse entsprichi eine Basis der Gruppe.

Erhilt man zwischen den Gruppen G =(y,,%,,...,%,) und
G = (2,5 235 - -+, 2,) dadurch eine isomorphe Zuordnung, da8 man jeweils
y; und z; einander zuordnef, so miissen die zwischen den Ableitungen der
y; und den y, selbst bestehenden Differentialgleichungen mit denen
zwischen den Ableitungen der z; und den z; identisch sein, d. h. wenn wir

(dy’> A-(y); (dz' ) A’-(z) setzen, so muB die Matrizengleichung 4 =4’

bestehen. Umgekehrt ist die Giltigkeit dieser Gleichung hinreichend da-
fiir, daf die Zuordnung von y; und z, zwischen den. Gruppen @ und G’
einen Isomorphismus herstellt. Daraus ergibt sich unmittelbar der Satz:

Zwer QGruppen sind dann und nur dann isomorph, wenn ihnen die-
selbe Ds.-Klasse zugeordnet ist.

Um nun, gestiitzt auf den Zusammenhang zwischen Gruppen und Ds.,
aus. dem Fundamentalsatz ein Theorem iiber Ds. abzuleiten, miissen wir
untersuchen, was aus der Zerlegbarkeit einer Gruppe @ fiir die zugehdrige
Ds.-Klasse folgt. Ist @ =((4, B)) und bezeichnet 3, y,,...,4, (0<n, < n)
eine Basis von 4, Ypos1? Ynrar -1 Y eine solche von B, so betrachten wir

das Ds. D, das der Basis y,,%,, ..., y, entspricht. D muB8 offenbar die Gestalt

dy, .
——A'—Zaz,kyk (21~= 1,2,...,m);

dy’"‘ 2 @Y - (=n+1,7,+2,...,0)

=% +1
besitzen, es zerfillt also in zwei Ds. D, und D, von den Ordnungen n,
bzw. n —n,. Wir wollen eine Klasse von Ds. glewher Art und ebenso
jedes einzelne Ds. der Klasse zerlegbar oder unzerlegbar nenmnen, je nach-
dem ob in der Klasse ein zerfallendes Ds. vorkommi oder nicht. Dann
konnen wir feststellen:

Eine Gruppe G ist zerlegbar oder michi, je nachdem ihre zugeordnete
Ds.-Klasse zerlegbar oder unzerlegbar ist.

) Vgl L. I u. II. Dort findet man die wesentlichen Grundlagen fiir den hier
dargelegten Zusammenhang zwischen Gruppen und Ds. Der Begriff des ,von der-
selben Art seins“ ist symmetrisch, reflexiv, transitiv (vgl. L. I, S. 6£). -
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Stellt man die Gruppe D als direkte Summe von unzerlegbaren
Summanden 4,, 4,, ..., 4, dar und bezeichnet man mit ¥,,, %5, .-+, Y,
(¢=1,2, ..., r) eine Basis von 4, so erhdlt man zu der Basis (..., ;;,...)
(6=1,2,...,7; k=1,2,...,n,;) ein Ds., das in r unzerlegbare Ds. zer-
fallt, die zu den Gruppen 4., 4,, ..., A, gehéren. Es gibt also in jeder
Klasse von Ds. gleicher Art ein in unzerlegbare Ds. zerfallendes System,
oder mit andern Worten, man kann jedes Ds. durch eine lineare Trans-
formation der abhdngigen Verdnderlichen in eine Kette von wunzerlegbaren
Ds. diberfiihren. Die Art dieser Transformation wird im allgemeinen nieht
eindeutig festgelegt sein, durch Anwendung unseres Fundamentalsatzes er-
halten wir aber angesichts des Zusammenhangs zwischen Ds. und Gruppen:

Satz 14. Wie auch ¢mmer man ein Ds. in eine Keite von unzer-
legbaren Ds. vberfihrt, stets ist die Anzahl der unzerlegbaren Komponenien
die gleiche und bei geeigneter Numerserung sind enisprechende Komponenten
von derselben Art®®).

Man kann das eben ausgesprochene Theorem sofort auf Matrizen iiber-

tragen, denn wir konnen ja jedem Ds. dy) _ 4. in eindeutiger Weise
8 ] iz Y g

seine Matrix 4 zuordnen. Wir werden dann zwei Matrizen 4 und B von
derselben Art nennen, wenn ihre zugehérigen Ds. von derselben Art sind,
wenn also eine Gleichung 4 = — P™*. P’ - P7' B P besteht, ferner wird
. . . . .4, o
eine Matrix zerlegbar heillen, wenn sie mit einer Matrix 5! 01 .l von
il 2 |

derselben Art ist, wobei 4, und 4, Matrizen von niedrigerem Grade als 4
bedenten. Wir erhalten dann als Analogon zu Satz 14:

Satz 15. Jede Matrixz A ist mit einer Mairiz

4,0...0 |
04,...0 t]

{
0...04,

von derselben Art, wobei A, A,,..., A, unzerlegbare Matrizen bedeuten,
d. h. jede Matrixz laf5t sich in eine Kette von unzerlegbaren Mairizen tber-
fihren. Wird eine gegebene Matrix auf zwei verschiedene Weisen in eine

3 Um die Allgemeingiiltigkeit von Satz 14 einzusehen, beachte man, daB sich

npicht nur jeder Gruppe eine Klasse von Ds., sondern auch jedem Ds. eine Gruppe
zuordnen 1a8t. Ist ndmlich D= (%) = 4-(y) das gegebene Systers, so brancht man
nur die Linearformen in den y; zu betrachten und die Transformationsformeln zwischen
den g und ihren Ableitungen mit Hilfe von D zu definieren. In entsprechender Weise
148t sich jeder Matrix 4 eine Gruppe zuordnen, indem man einfach 4 als die Koeffi-
zientenmatrix eines Ds. ansicht.
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Kette von unzerlegbaren Matrizen dibergefihrt, so stimmt bel beiden Kelten
die Anzahl der Komponenten wberein und be: geeigneter Numerierung sind
entsprechende Komponenten von der gleichen Art?*).

Enthilt der Korper & nur Konstanten, so sind A und B nach der
oben gegebenen Definition von derselben Art, wenn eine Gleichung
A= P 'BP besteht. In diesem Falle heifen 4 und B nach der ge-
briauchlichen Ausdrucksweise #hnlich, und wir kénnen daher feststellen:

Ist eine Matrix zwei Ketten von unzerlegbaren Matrizen dhnlich, so
ist bet beiden Ketten die Anzahl der Komponenten gleich, und ber ge-
eigneter Numerierung sind enisprechende Komponenten dhnlich.

Es ist das eine Tatsache, die aus der Elementarteilertheorie wohl
bekannt ist.

Man kann nun den Begriff der v. A. Q. auch bei lineqren Differen-
tialgleichungen (in Zukunft kurz Dg.) n-ter Ordnung mit einer abhdn-
gigen Veranderlichen y anwenden. Zundchst sagt man, zwel Dg. n-ter
Ordnung mit Koeffizienten aus einem Funktionenkdrper § sind von der-
selben Art, wenn sie es als Dg. erster Ordnung mit » abhingigen Ver-
anderlichen aufgefaBt sind. Ferner nennen wir die Dg. D(y)=0 das
kleinste gemeinschaftliche Vielfache der total teilerfremden®)Dg. D, (y)=0,
D,(y)=0,...,D,(y)=0, wenn die Gesamtheit der Integrale von D mit
der Gesamtheit der Integrale von D,, D,,..., D, iibereinstimmst, und

wenn auferdem die Gleichung » = Zr,’nl besteht, falls n die Ordnung
i=1

von D und n; diejenige von D, bedeutet. Schlieflich wollen wir eine
Dg. zerlegbar nennen, wenn sie sich als kleinstes gemeinschaftliches Viel-
faches von total teilerfremden Komponenten niedrigerer Ordnung darstellen
188t, im andern Falle soll sie unzerlegbar heifen. Es ist unmittelbar
klar, dafl jede Dg. sich als kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches von
unzerlegbaren Dg. darstellen 1aBt. Ferner kann man, wie in N.-S. ge-
zeigt 18t °%), jeder Dg. eine v. A. G., in der N.-S. Terminologie thre , Rest-
gruppe* zuordnen, derart, daf einer zerlegbaren Dg. eine zerlegbare Rest-
gruppe entspricht und umgekehrt, und daf fir die Gleichartighest zweier

34 Dieser Satz, sowie Satz 14 war bisher nur in dem Falle bekannt, in dem das
Ds. bzw. die Matrix ,vollstindig reduzibel® ist, d. h. in dem die zugeordnete Gruppe
sich als direkte Summe von irreduziblen Gruppen darstellen 1486, — Vgl. L. IL, §, 103,
Satz 6, sowie A. Loewy, Uber vollstindig reduzible Differentialgleichungen, Math.
Ann. 62 (1906), S. 106,

35y Der Ausdruck ,total teilerfremd“ bezieht sich auf die Tatsache, daB wegen
der Ordnungsbedingung n = 2 n; zwischen den Integralen wvon Dy, D,, ..., D, keine
lineare Relation mit konstanten Koeffizienten bestehen kann.

B N.-S. §3u.§4 .
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Dg. die Isomorphie der Restgruppen notwendige und hinreichende Be-
dingung ist. Dabei besitzt die einer gewdhnlichen (nicht partiellen) Dg.
zugeordnete Restgruppe endlichen Rang. Wir kénnen daher den Funda-
mentalsatz anwenden und feststellen:

Satz 16. Wie auch immer man eine Dg. als kleinstes gemeinschaft-
liches Vielfaches won wunzerlegbaren, total teilerfremden Dg. darstell, stets
15t die Anzahl der Komponenten gleich, und bei geeigneter Numerierung
sind entsprechende Komponenten von derselben Art3?).

Die in diesem Paragraphen abgeleiteten Sitze lassen sich infolge der
formalen Natur der Beweismethode unmittelbar auf den Fall iibertragen,
daB wir statt mit der Differentiation mit der Differenzenbildung als Ope-
rator arbeiten, daB wir also die Theorie der Differenzen- statt die der
Differentialgleichungen behandeln 3%).

§ 8.
Zerlegung von Matrizenkomplexen *9).

In § 7 haben wir uns u. a. mit der Zerlegung einer Einzelmatrix
beschiftigt und einen grundlegenden Eindeutigkeitssatz aufgestellt. Es
liegt nun nahe, die diesbeziiglichen Untersuchungen auf Komplexe [ins-
besondere auf (gewdhnliche) Gruppen] von Matrizen zu iibertragen. Der
Einfachheit halber wollen. wir annehmen, da der Korper &, dem die
Matrizenelemente entnommen werden, nur Konstanten enthdlt. Im all-
gemeinen Fall, wo analytische Funktionen einer Variablen auftreten, lassen
sich die Untersuchungen in genau gleicher Weise fiihren.

Es seien A = {Am, 4%, .. .}, B= {Bm, B® . .} 2wei Komplexe
von Matrizen n-ten Grades*®), dann heifen A und B dhnlich, wenn eine
jeste Matrix P existiert, die fir jedes i der Gleichung A®=P*B®P
Gentuge leistet. Ein Matrizenkomplex heift dann und nur dann zerlegbar,
wenn er einem Komplex I'={C", 0%, ...}”a”knlz'ch -ist, bei dem fiir
18 o

jedes - die Matriz CP die Gestalt C° = ! | besttzt, wobel tns-
o @l

besondere alle Mairizen O (und mithin auch alle Matrizen C3") den-

3% Auch dieser Satz war bisher nur im Falle der vollstindigen Reduzibilitit der -
auftretenden Dg. bzw. Restgruppen bekannt. Vgl N.-8. § 4, wo vollstindig reduzible
partielle Dg. betrachtet werden.

) Vgl. N-S, § L.

3%) Vgl. zu dem vorliegenden Paragraphen L. 1.

) Der obere Index in den geschweiften Klammern soll nur zur Unterscheidung
der einzelnen Matrizen dienen. Er soll nicht andeuten, daf jeder Komplex nur ab-
zihlbar viele Matrizen enthalten darf. Das gewonnene Resultat gilt z. B, unmittelbar
fiir kontinuierliche Matrizengruppen,




Uber verallgemeinerte endliche Abelsche Gruppen. ) 193

selben wvon O und n verschiedenen Grad besitzen. Von dem Matrizen-
komplex I' wollen wir sagen, er zerfalle in die beiden Komplexe
= {Gf”, oP, .. .3 (i=1,2). Zu jedem Komplex 4 gibt es einen &hn-
Jichen Komplex I', der in eine Kette von unzerlegbaren Komplexen zer-
fallit. Nach den Ergebnissen des vorangehenden Paragraphen kann man
die Richtigkeit des folgenden Satzes vermuten:

Satz 17. Ist der Mairizenkomplex A zu zwei wverschiedenen in un-
zerlegbare Komplexe zerfallenden Komplexen I'; und I, dhnlich, so stimmt
bet T, und I, die Anzahl der Komponenten dberein, und bei geeigneter
Numerierung sind entsprechende Komponenten dhnlich.

Um die Richtigkeit von Satz 17 nachzuweisen, ordnen wir dem
Matrizenkomplex A esnen Gruppenkompler & = {G®, @®, ...} in genau
der ~gleichen Weise zu, wie wir in §7 esner Einzelmairix eine Hinzel-
gruppe zuordneten. Es sei G eine zu AY gehorige Gruppe und ins-
besondere (y@, yP, ..., y®) eine zu A" gehorige Basis von Q¥. Wir
fihren dann n ,,Komplexelemente® 1), 1,, ..., Y, durch die Gleichungen
9, ={yM yP®, ...} en, und betrachten den Komplex &, der aus der
Gesamtheit der linearen Verbindungen von 1, 9,, - . ., 1), mit Koeffizienten
aus K besteht. Daber ist Multiplikation mit Korperelementen wund
Addition von Komplexelementen durch die Gleichungen

a-p={a-y® a-y® ... }; y+9 ={yO+y¥, yO+y®, ..}

definiert und zwei Komplexelemente y) und Y’ gelten dann und nur dann
als gleich, wenn fir jedes i die entsprechenden Qlieder y® und y%' iden-
tisch sind. — Unter diesen Voraussetzungen ist ein Komplexelement durch
jedes seiner Glieder eindeutig bestimmt, insbesondere ist Y gleich dem
Nullelement {0, 0, ...} des Komplexes, falls fiir irgendein ¢ sein ¢-tes Glied
gleich Null ist. Diese Tatsache ist fiir das Rechnen mit Komplexelementen
von grundlegender Bedeutung; man kann mit ihrer Hilfe mit Gruppen-
komplexen genau so arbeiten, wie wir es frither mit Einzelgruppen taten.

Wir definieren zunichst: Die Elemente 9, 1, ..., 9, (m < n) bilden
esnen Unterkomplex &, von ®, falls fir jedes i die Elemente y®, y®, ..., y®
eine Basis einer Untergruppe von G® darstellen. Sind dabei die Ele-
mente 1), linear unabhiingig, besitzt, wie wir sagen wollen, &, den Rang
m, so besitzt auch jede der Gruppen @i’ den Rang m.

Dies ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, da8 ein Komplex-
element verschwinden muB, falls eines seiner Glieder verschwindet; wire
G eine Gruppe von niedrigerem als m- ten Rang, bestinde also eine

Gleichung Za;, 9= 0, so miiBte auch 2 a0 f), = 0 sein entgegen der vor-

ausgesetzten lmearea Unabhingigkeit der Elemente By
Mathematische Zeitschrift. XXIIL 13
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Wir definieren jetzt weiter: Unter der Summe (®,, ®,, ..., ®,) (dem
Durchschnitt [®,, ®,, ..., ,]) der r Komplexe ®,, ®,, ..., &, verstehen
wir die Gesamtheit aller Elemente der Form X'Y,, wobei Y, ein beliebiges

k

Element aus ®, bedeutet (die Gesamiheit aller in &,,®,, ..., &, gleich-
zeitig aufiretenden Elemente).

Summe und Durchschnitt sind Komplexe, und zwar besitzt (®,, ..., ®,)
(8,,...,®,]) den Rang m, wenn fiir irgendein beliebiges 7 die Summe
(der Durchschnitt) der Gruppen @i, ..., 60" vom Range m ist. Die
Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache,
daB unter unseren Voraussetzungen jedenfalls die ¢-ten Glieder einer Basis

von (8,,...,8,) ([®,,...,8,]) eine Basis von
@, ....&% (167, ..., &°])

bilden, und aus dem, was wir oben iiber den Rang eines Komplexes
bemerkten.

Wir konnen nun nach dem Schema, das wir eben an dem Begriff
des Unterkomplexes, des Summen- und des Durchschnittkomplexes dar-
legten, in genauer Analogie mit den Entwicklungen von § 1 den Begriff der
direkten Summe 2weier Komplexe, den Begriff des Komponenten-, sowte des
Restklassenkomplexes einfiihren. Auch die Zerlegbarkeit esnes Komplexes wer-
den wir tn genau der gleichen Weise wie bet einer Einzelgruppe definieren.

Dabei kommt man zu Sitzen wie dem folgenden: Ist & ein beliebiger .
Unterkomplex von ((®,,®,)) und bedeutet ®® die ®;-Komponente von
®, (k=1,2) und bezeichnet man mit @%, @, ¢ das i-te Glied von
®, §,, ®,*), so stellt das ¢-te Glied von G die Gf-Komponente
von G dar und besitzt gleichen Rang wie §;°.

Man sieht, die Theorie der Komplexe liBt sich in ganz derselben
Weise entwickeln, wie die der Einzelgruppen. Es ist nur noch iiber den
Isomorphiebegriff einiges zu sagen:

Zwei Kompleze ® = { @™, @®, ..} und &'={"’, 6¥', ...} heifen

" isomorph, wenn sich eine Basis y, = {y®, y®,...} von & und eine
Basis y, ={y®, y®,...} von ® so bestimmen lipt, dap durch die
Zuordnung von y® und yP' (k=1,2,...,n; i =1,2,...) 2wischen jeder

der Gruppen G° und G eine isomorphe Beziehung hergestelli wird. /

Um einzusehen, daB sich mit der so eingefithrten Komplexisomorphie
in derselben Weise arbeiten 1a8t wie frither mit der Gruppenisomorphie,
braucht man nur zu bedenken, daf sich der grundlegende Satz 1 unmittel-
bar auf Komplexe iibertragen lafit.

“) D. h. die Gruppe, die aus den i-ten Gliedern der Elemente von & usw. besteht.
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Das ist in der Tat der Fall: Es sei ndmlich & eine Untergruppe
von ((®,, ®,)) und es sei [®,, ®,] = 0. Bedeutet nun y, = {y, y@, ...}
(k=1,2,...,m)eine Basisvon ®, y,; = {y™, y, ...} (k=1,2,...,m)
eine solche von ®{¥, und ist allgemein 9, = 9+ by, wobei y," ein Ele-
ment aus @, darstellt, so erhdlt man infolge von Satz 1 zwischen dem
i-ten Glied von ® und dem 7-ten Glied von &, > eine isomorphe Zuordnung,
wenn man allgemein y® und y{®' (4 =1, 2, ...) einander zuordnet. Daraus
ergibt sich aber nach der oben formulierten Isomorphiedefinition, daf
zwischen den Komplexen & und ®® ein Isomorphismus hergestellt wird,
wenn man Yy, und f); (k=1,2,..., m) aufeinander bezieht.

Man sieht, da man allgemein die Schliisse der ersten vier Para-
graphen ohne Schwierigkeit von Gruppen auf Komplexe iibertragen kann.
Wir diirfen daher sofort den Satz aussprechen:

Satz 18. Der Fundamenialsatz blezbt richitg, wenn man iberall
an Stelle von ,,Gruppe* das Wort ,, Komplex* einsetzt.

Mit Satz 18 ist auch Satz 17 bewiesen, wie man durch ihnliche
Uberlegungen, wie sie in § 7 angewendet wurden, leicht einsieht. Zunéchst
kann jedem Matrizenkomplex 4 = {Am, A®, ..} ein Gruppenkomplex
& ={6", %, ...} zugeordnet werden, und zwar eine ganz bestimmte
Basis 9,,9,,...,1, dieses Komplexes. Geht man durch eine Trans-
formation (f) = P-(y’) zu einer neuen Basis von @& iiber, so entspricht
dem der Ubergang von 4 zu dem #hnlichen Komplexe

P'AP={P'AYP, P 4®P.. .}

Es ist also jedem Gruppenkomplex eine Klasse ahnlicher Matrizenkom-
plexe zugeordnet, und daraus folgt angesichts der fiir Gruppenkomplexe
giiltigen Isomorphiedefinition leicht: Zwes Gruppenkomplere sind dann
und nur dann tsomorph, wenn thnen dieselbe Klasse dhnlicher Matrizen-
komplexe zugeordnet ist.

Man braucht jetzt nur noch zu bedenken, da infolge der Zerlegbar-
keitsdefinition bei Matrizen- und Gruppenkomplexen einem zerlegbaren
Gruppenkomplex eine Klasse zerlegbarer Matrizenkomplexe zugeordnet ist
und umgekehrt, dann erkennt man unmittelbar die Richtigkeit von Satz 17.
Damit ist wieder ein Resultat gewonnen, das bisher nur im Falle der
vollstindigen Reduzibilitit des gegebenen Matrizenkomplexes bekannt war*?).
Von besonderem Interesse diirfte unser Ergebnis dann sein, wenn es sich
nicht um einen beliebigen Matrizenkomplex, sondern um eine gewdhnliche
Gruppe von Matrizen, etwa um die Monodromiegruppe, oder die Picard-
Vessiotsche Gruppe einer Differentialgleichung handelt.

) Vgl. L. 1, § 6, S. 28 £
13+
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Zusatz bei der Korrektur. Der Beweis des grundlegenden Satzes 11
von § 6 148t sich im Anschluf an Satz 9 sehr einfach folgendermafBen
fiilhren: Die ganzen Schliisse des § 5, die wir von den Darstellungen
G =((4, B))=((C,, C,)) ausgehend auf B angewandt haben, lassen sich
in gleicher Weise bei A durchfithren. Wir finden also auch fir A eine
direkte Summenzerlequng A = ((E,, E,, U)). Ist nun 4 weder zu seiner
C,- noch zu seiner C,-Komponente isomorph, so haben wir nach Satz 1:
[4,0]0; [4,C,]+0, also nach Definition der Endlichkeitsunter-
gruppen: E, 4 0; E, <= 0. Es ist mithin 4 notwendig zerlegbar, falls es
weder zu seiner C,- noch zu seiner C,-Komponente isomorph ist.

Durch diese einfachen Betrachtungen, die mir E. Noether zwecks
nachtriglicher Beifiigung zur Arbeit mitteilte, 1aBt sich der ganze um-
stindliche Satz 10, sowie der auf Satz 10 gegriindete Beweis von Satz 11
ersparen. Ja, es wire sogar nicht einmal der volle Satz 9 nétig, sondern
es geniigte zum Beweise von Satz 11 der Nachweis, daB fiir 4 eine direkte
Summenzerlegung 4 = ((E,, 4,)) existiert, bei der E, eine Untergruppe
von 4, ist. Doch ist die Giiltigkeit einer Gleichung 4 = ((E,, E,, U))
wohl an und fiir sich von Interesse.

Freiburg i. Br,, 21. Januar 1925.

(Eingegangen am 14. Dezember 1923.)
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